
This is a digital copy of a book that was preserved for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book' s long journey from the 
publisher to a library and finally to y ou. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that y ou: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 



at |http : //books . google . corn/ 




A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 
précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 
ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 
"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 
expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 
autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 
trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en marge du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 
du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages appartenant au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 

Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter. Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer r attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

À propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 



des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse ] ht tp : //books .google . corn 



-Y>^j ^;m^ -«y,. 




■ ''^*f^^^\^ "^L^ "^ 'y^'w^ 






■^HH 






■H 




^^j^^fw 


■ . A"^ ; . -^ 


JHH^^ 




^^^s|b^... .iiiw 



CRâFlTlK QtJATnikXIK« 



f«5 



el i8(ï dx'gré»; maîa on nqibfcru nu».'»! ctux ëquationi cîti prtî- 
du( Lioii lien tiiigU*^ tfi et ^ dans tt^<l rorintilrâ 



col// sifirt — o>tïî aïtiC ^-^ cnna coïC, 
COfl& ::=: rnKa €ote -f Mtna 8111^ r.(|§D 



do 11 nu 






%m{C — •) r-^ — frm« 1 



i] s'ensuit que Ici dîfïërriiiT» C — \(/ et c — | sont de inéme 
signe, on voit aussi (|ut% si tes diilennHfîs sont nêj^uLives, les 
LAlé» a et A sont l'un l'I Tiàutre infL^rieur» hyt> de^ir» on »u]të- 
rîeurN à 90 dtîgriîA^ tamlîs <juti, ii c-^^f) ot C — ^ ^ont |io»itive«^ 
lei eôté» a et ^ sont Tun inlérîenrT l'auire supérieur à 90 du- 
gréi' D'après cela, leti vuleiu» de Â, €, c rpii doivent ètrti «mo* 
eiëea iGront 



M a^ go** 



et 



ft 


M, 


C 


+ 


• p. 


Crt,-4- N. ) 


fe_ 


- i8ij" M, 


C 


1 


l'. 


^ 1 N. 1 


h 


rSo^-M, 


C 


.4. 


• p, 


«--?-' iV, i 


i> 


M. 


c 


-+ ■ 


-p, 


c .- » - N * 



SI a< 



;9^- 



coiA 



Chariine d« ce* dcaiÊ solutions cesse d eniAli^r. »j la valetir 
de C ou de c qui lui correspond n'est pai eoutpriti» entre x^ro 
et tSo degr^îs, 

[)e.i ton nul es (3) et (4) «ni tire 

(5) l-ing(C -- f ) — — liitigA cof /jr, UirTg(i? — ^) -_ — 

et 

(6 ) Uing ( C — + ) -- siri 4J lin B tang ( e — ^ ), 

fûrniulea qui iariliteront la rénolntion du triangle quant 
ditrf b a m a éle deterniine, 

Ttîtttes ces lorniule* f»onl sernlilalilri h ecUei que nous * 
obtenues slvl numéro jm ecédent* On passe det unes aux af 
en remplaçant a^ &^ c^ A, 11, O, ^ , tf^ par lessupplenufU 





Joseph J* Smortchevsky 



VÎANFCED UNIVERSITY UBRARIES 



k 




TRAITÉ 



TRIGONOMÉTRIE. 



Tout exemplaire qui ne porterait pas les signatures des héritiers de 
3. -A. Serret et celle de l'Éditeur sera considéré comme une contrefaçon. 



/ 



^ô^lA^ 




//^ 



TRAITÉ 



DE 



TRIGONOMÉTRIE, 



PAB 



J.-A. SERRET, 

MBMDRB DB L'IMSTITUTTET DU BURBAD DBS LONGITODBS, 
PROFBS8EUR AU C0LLÉ6B DB FBANCB BT A LA FACULTÉ DES 8CIBNCBS DB PARIS. 



HUITIÈME ÉDITION. 



PARIS, 
GAUÏHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU BUREAU DES LONGITUDES, DE l'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, 
Quai des Grands-Augustins, 55. 

1900 

(Toat droits réservés.) 










I 



AVERTISSEMENT. 



Le premier Chapitre de cet Ouvrage renferme les pre- 
miers éléments de la théorie des fonctions circulaires; le 
deuxième est relatif à la consiruciîon el à l'usage des Tables 
irigonomélriques; les deux Chapitres suivants contiennent la 
Trigonométrie proprement dite, c'est-à-dire l'ensemble des 
principes sur lesquels repose la résolution des triangles recii- 
lignes ou sphériques. Ces quatre Chapitres constituent la 
I partie élémentaire de noire Ouvrage, et les matières qui y 

i? sont développées comprennent tout ce qui est exigé des 

t Candidats aux Écoles spéciales du Gouvernement. Dans le 

Chapitre cinquième, nous donnons un complément assez 
;; étendu de la théorie des fonctions circulaires, si utile dans 

I les parties élevées des Mathématiques. Enfin le sixième 

i Chapitre, qui termine TOuvrage, est surtout consacré au déve- 

f loppement des solutions trigonométriques fondées sur Tem 

i ploi des séries; ces solutions se rapportent à différents cas 

î qui se présentent fréquemment dans l'Astronomie et dans 

la Géodésie, et pour lesquels les méthodes générales devien- 
ï nent insuffisantes. 
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CHAPITRE PREMIER. 

ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS CIRCULAIRES. 



Définition du mot fonction. 

1. Lorsque deux grandeurs variables sont telles, qu'à 
chaque valeur de Tune correspond une valeur déterminée 
de Tautre, on dit que ces grandeurs sont fonctions Tune de 
l'autre. Par exemple, dans un cercle, la circonférence et la 
surface sont fonctions du rayon ^ et, réciproquement, le rayon 
est fonction de la circonférence ou de la surface. 

La Trigonométrie est fondée sur la théorie de certaines 
fonctions qui naissent de la considération du cercle, et que 
Ton nomme, pour cette raison, fonctions circulaires. Nous 
commencerons par exposer les éléments de cette théorie. 

Sur la mesure des longueurs. 

2. Soit O [fi g' i) un point fixe d'une ligne a/ x droite ou 
courbe, et supposons qu'à partir de ce point O on prenne 

Fîg. I. 



sur x'x diverses longueurs OA, OA', OA'', ... 5 ces longueurs, 
étant rapportées à une même unité, seront représentées par 
des nombres, et nous donnerons à ces nombres le signe H- ou 
le signe — , suivant que les longueurs dont ils expriment la 

Tris. S. I 
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mais limité, de fractfons 247 

Décomposition des foiictions tahgx et cot jc en un nombre infini de frac- 
tions simples 261 

Décomposition des fonctions cosécx et sécx en un nombre infini de frac- 
tions simples 2')4 

Développements des fonctions tangx et cota: en séries ordonnées suivant 

les puissances croissantes de x 255 
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Le sinus, la tangente, la sécante, le cosinus, la cotangente 
et la cosécante d*un arc x se représentent par les notations 

sinj;, tango:, sécar, cos:r, cotj:, cosëcar, 

et on les désigne par la dénomination commune de lignes tri-- 
gonométriques ou àe fonctions circulaires. 

Variation des lignes trigonométriques , 

6. Mous allons examiner de quelle manière varient les six 
lignes trigonométriques d*un arc x^ lorsque cet arc varie de o 
à-+-oo etdeoà — oo. 

Si X croît de o à H — > les six lignes trigonométriques 

restent positives ^ sin x croît de o à 4- i , en passant par toutes 
les valeurs intermédiaires -, tang j? croît de o à -f- oo , et séc j: 
croît de I à + 00 • 

Les trois autres lignes vont au contraire en décroissant : 
cos j: décroît de i à o ; cota: décroît de -h oo à o, et cosécx 
décroît de -f- 00 à -f- i . Ainsi, en désignant par e un arc po- 
sitif qui décroît de manière à avoir zéro pour limite, on a 

sino = o, coso==-f-i, 

tango ■= o, cot lim « = -f- oo , 

séco 1= -f- I , coséc lim e =r 4- oo , 
et 



sin- rn: -f- I, 
2 


cos- = 0, 

2 


tang lim f - — e 1 = -f- 00 , 


TT 

cot - = o, 

2 


séclim ( 1 ) = -1- 00 , 


cosec - = H- 
2 



Si X croît de -4- - à -h tt, sino: et coséc o: restent positifs, 

mais les quatre autres lignes trigonométriques sont négatives, 
sin X décroît de -f- i à o ; tang jc croît de — 00 à o -, sécx 
croît de — 00 à — i\ qosx décroît de o à — i ; cota: décroît 
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de o à — 00 et coséc j: croît de 4- i à -+■ oo . Ainsi Ton a 

tang lira ( - -f- • J =-—00, séclim f - -f- • j = — oo , 

£t 

sin ir = o, cos ir = — i , 

tan^7r=o, cot lim (tt — «) = — 00, 

séc7r= — I, cosëclim (ir — •)=4-qo. 

Si X croit de -H ir à H , tango: et cotj; redeviennenl 

positives, mais les quatre autres lignes sont négatives \ sinx 
décroit de o à — i ^ tang or croît de o à 4- 00 5 séco: décroît de 
— I à — 00 ^ cosor croît de — i à o 5 cota: décroît de H- 00 à o, 
et coséc X croît de — 00 à — i . Ainsi Ton a 



cet lim (ir -f- •) = 4- 00 , cosëc lim (ir -f- e) = — 00 , 



et 



sm — z=. — 
2 



•00 . 



cos 


11 
2 




0, 


cet 


2 


= 


0, 


coséc 


2 


= 


— l 



tang lim ( 1 j = ■ 

sec lim ( e j ^ — 00 , 

Si X croît de — à 2 ir, cos x et séc x deviennent positives, 

mais les quatre autres lignes sont négatives-, sin o: croît de — i 
à o -, tang X croit de — 00 à o j séc x décroît de 4- 00 à 4- i j 
coso: croît de o à 4- 1 5 cota: décroît de o à — 00 , et coséc a: 
décroît de — 1 à — 00 . Ainsi Ton a 

tang lim ( — 4- 1 j = — 00 , sec lim ( h « I = 4- 00 , 

et 

sin27r = 0, C0S27r = 4-l, 

tang 2 TT = o, cet lim (27r — «)= — 00 1 

séc27r = -i-i, (ioséc lim (27r — «) = — 00. 

Si Ton fait croître a: de 2 tt à 4 ^5 oti de 4 tt à 6 tt, ou ... - 



1 



8 



TRAITE D£ TEllGaNOMÊTaiB. 



les SIX lignes t H gono me triques re pr en tieiU périodiquement les 
mêmes valeurs et dans le même ordre. 

Si X décroît de o à — oo , cos x et sec x prennent les mêmea 
valeurs que quand x croit de o à + oo ; les quatre antres lignes 
trigo no m étriqués prennent aussi les mêmes valeurs absolues 
que quand x croit de o à -h od , mais les signes sont changés. 
On vérifie immédiatement ce fait en remarquant que les extré- 
mités de deux arcs o: et — oo égaux et de signes contraires sont 
situées du même côté de j}^ et à des distances égales de xx\ 
Ainsi Ton a, quel que soit x, 

sîn ( — ^x]^ — sin-r^ cos {— ^) := cosjc, 

tang (^ jf} := — tang;r, ci\t{— :r) ==z — cotj*, 

sec ( — JT ) =1 séc .r, cDséc ( — ■ a;) ^ — coséc x 

Et, puisque les ligues trigonomé triques redeviennent les 
mêmes quand on ajoute h l'arc un nombre quelconque de cir- 
conférences, on aui'a, quel que soit x, et en désignant par k 
un entier positif ou négatif quelconque, 

sin ( 2 ^' TT -^ x) = sin .^, cos ( 2/ ît -H j. ) = cos j-, 

tang (^ X TT H~ ^ ) =z tang.r-, cot ( 2 X tr h- je- ) ^= cotx, 

séc f 2 X'îr + j ) ==: séc X, coséc ( 2 / îT -h "^l ^ coséc. 

7, Soit X un arc quelconque positif ou négatif. Les deux 
arcs X et X -hn sont évidemment terminés aux extrémités 

d'un même diamètre', par conséquent leurs sinus, leurs cosî- 
nus^ leurs sécantes et leurs cosécanles sont égaux et de signes 
contraires, tandis que leurs tangentes et leurs cotangetUes sont 
égales et de même signe. On a donc 

^^b sin[Tt-h^)= — siïlJT, cos(îrH-jr)^ — ^ cosjt, 

^^^^K tang (jT + J") == tangx, eot ( tt h- x ) ^ cot.r, 

^^^^^ me { ïT -H .t-} =: — sécî*, coséc [n -^x) ^ — coséc .1? 

F ' 

f mei 

f Van 

^^ tioK 



Les fonctions tang x et cot x ne cliangeant pas quand x aug- 
mente de TT, on dit que ces fonctions sont périodiques^ r, est 
V amplitude de la période ou simplement la période. Les 
quatre autres lignes trigonomélriques sont égalemeiildes fonc- 
tions périodiques de x^ mais leui^ période est ^tt^ on a vu ef- 



activement que les lignes trîgonoinétrîquea ne changent pas^ 
quand x augmeiilc d'un niiiltîple de la circonférence* Les 
équations précédentes Tuontrent que sinjt", cos^, séco: et 
cosécx ne Ibnt que cLanger de signe, quand x augmente de la 
demi -période ïr. 

Si, dans les équations précédentes, on change x en — x, il 
vîent^ eu ayant trgard aux formules du numéro précédent, 



sm (ïT — ^) ^ unx^ 
tang (ïT — j;] ^ — tang.a?, 
sec [iz ■ — X ) ^ — SPC -T, 



cos (îT — jr) == — coSJr, 

eût ( Tt — .r j ^: — eot^, 

coséc (it ^ j:) =cosécx; 



d*où il suit que, si deux arcs sont supplémentaires^ leurs sinus 
et leurs cosécantes sont égaux et de même signe, tandis que 
leurs cosinus j leurs tangentes, leurs co tan génies et leurs sé- 
cantes sont égaux et de signes contraires. 

Des deux groupes précédents d^équaûons on déduit immé- 
diatement, en désignant par À' un entier positif ou négatif, 



sin[(2/ -h i)Trrbj:]^qzsin^, 
tang (^îTztjî) ^zhlaDgjr, 



cm [( 2 ^ + 1} r ±a-] ^: -- COSJT, 

cot ( JÎ' ?r ±: a- ) r-rt cot;r, 

COséc [(3 X' -h 1 ) TT rt t] =:ripC0séc.r 



8. De la discussion du n"* 6 il résulte que le sinus et le co- 
sinus restent compris entre les limites - — i et -h 1 ; la sécante 
et la cosécante prennent toutes les valeurs entre -f- i et -i- oo , 
et entre ™ i et — as ; enfin la tangente et la cotangeute pren- 
nent toutes les valeurs comprises entre — 00 et 4-^ - 

Il est très-important de remarquer que chacune des lignes 
Irigon orné triques d'un arc x prend toutes les valeurs qu'elle 
est susceptible d'acquérir dans la variation indéfinie de x, 
arsqu'on ne fait varier x que dans un intervalle de deux qua- 

''drants. Ainsi, quand x varie de h -h -1 le sinus, la tan- 
gente, la cotangeute et la cosécante prennent toutes les valeurs 
dont ces lignes trigonomé triques sont susceptibles ^ et si ar 
varie de o à ^, le cosinus, la tangente, la cotangeute et la sé- 
cante prennent aussi toutes les valeurs dont elles sont suscep- 
tibles. Enfin 5 si Ton n*a égard qu aux valeurs absolues, les six 




On a souvent bcsom, etaBt donné un arc x^àe trouver Tare 
compris entre o et - î qui, abstraction faite des signes, a les 

mêmes lignes trigooomélriques que ,r* Il suffît pour cela de 

retrancher de x le plus grand multiple positif ou négatif de la 
demi-eîrconférence qu*il peut contenir, de manière que le 
reste positif ou négatif rh a soit en valeur absolue moindre 

que -; Tare &. aura, en faisant abstraetiou des signes, les mêmes 

lignes trigonomëtrîques que x. 

Des arcs ^ui correspondent à une ligne tngonométrique 

donnée^ 

9p II résulte des développements qui prëeèdent qu'à chaque 
valeur de l'arc entre — co et-hco correspond une valeur 
tmique bien déterminée pour chacune de ses lignes trîgo- 
nométriques^ tandis qii*à une même valeur donnée de Tune des 
lignes trîgonométriques correspondent une intiuité de valeurs 
de l'arc* 11 est très *iuipor tant de savoir déterniiner tous les 
arcs qui répondent a une ligne irigon orné trique donnée, 
lorsque Ton connaît Tun de ces arcs; nous allons donner la 
solution de cette question. Soient , comme précédemment, 
A Torigine des arcs \y^y la ligne sur laquelle se portent les 
sinus et les cosécantes^ odx celle sur laquelle se portent les 
cosinus et les sécantes^ ^ z ûI ufu les lignes sur lesquelles se 
portent respectivement les tangentes et les co tangentes. 

Sinus ET COSÉCANTES. — Soit H- OQ OU OQ' UU sillUS 

donné {Jtg. 4)î menons par le point Q ou Q'une parallèle 
àOA^ celte parallèle coupera la circonférence en deux points M 
et M' ou ]\F et I\P, et il est évident que tout are qui répond au 
sinus donné aura Tun de ces deux points pour extrémité; dési- 
gnons par 3£ Vun quelconque de ces arcs^, je dis que les arcs a 
et ir *— a auront respectivement pour extrémités M et M' 
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OU M^ et M'^; en effet, supposons, par exemple, que et ait 
son exlrémilé en M : pour décrire rare i: — «^ ou ira d'abord 
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de A en A', en suivant le chemin ABA'5 îl restera à ddcrîre 
Tare — a, ce qui ramènera en M', puisqu'en décrivant -h a à 
partir de A on s'arrête en ÎVL Cela posé, tout arc x qu! répond 
au sinus donné a la même extrémité que l'un des arcs a 
et îT — a; on a donc (n° 3), en désignant par k un entier po- 
sitif^ nul ou négatif, 

Soit, en second lieu, H- OH ou — OH' une cosécaute don- 
née; si par le point H ou H' on mène deux tangentes à la cir- 
conférence, les points de contact M et M' ou IVF et ^V^ seront 
les extrémités des arcs qui répondent à la eosécante donnée. 
Si donc on désig:ae par x «ta deux quelconques de ces arcs, 
on aura comme précédemment 

^^aX'fT-l-a ou jc = (aJ- -h i)Tr — a. 

CoSÏKtlS ET SÉCANTES. — Soît -h OP OU — * OF UU COSinUi 

donné; menons parle point P on P une perpendiculaire à OA^ 
cette perpendiculaire coupera la circonférence en deux points 
Met M"- ou M' et M", et il est évident que tout arc qui répond 
au cosinus donné aura Tun de ces deux points pour extré- 
mité; désignons par a Tun quelconque de ces arcs. Les arcs a 
et ' — a aurotil leurs extrémités en M et M'^ ou en M' et M^^ 
donc tout arc œ qui répond au cosinus donné a la même ex- 



M3t TRAITÉ DE TRIGONOMÉTRIE* 

trdnùlë que Tuu des aies a et — ûc; on à, par suite* 

k étant un entier positif, nul ou négatif, 

Soît, eu second lieu, -j- OK ou — OK'une sëcante donnée^ 
il, par le pomt K ou K^j on mène deux tangentes h la cîrcou'» 
fJreuce, les points de contact M et 1VP on M' et IVF seront les 
extrémités des arcs qui répondent h la sécante donnée. Si donc 
on désigne par x ai m deux quelconques de ces arcs, ou aura, 
comme précédemmenl, 

TArîGERTES ET coTjLNaEKTEs . — Soit uuc tangente donnée 
H- AT ou — AT ou une co tangente donnée + BS on — BS'; 
menous une droite par le centre du cercle et par rextrémité 
de la tangente ou de la cotangeulc donnée^ celte droite cou- 
pera la circonférence eu denx points M et IVF ou M' et M*", et 
il est évident que tout arc qui répond à la tangente donnée ou 
à la colangcnie donnée aura l*un de ces deux points pour ex- 
Irémité^ désignons par a Tun quelconque de ces arcs. Les 
arcs a etTT -ho( auront évidemment leurs extrémités en M et M" 
ou eu M' et M"^; donc tout arc a: qui répond à k tangente 
donnée ou a la eotangente donnée a la même extrémité que 
Tiin des arcs a et tu -i- a, et Ton a, par conséquent, 

jr T= 2 A- fT H- a, ou J'^^ 2 ^ ir 4- jt H- a = ( s A -f- l ) ît + *j 

ou siniplement 

j- = ^fz -\- a, 

h désignant nn entier positif, nul ou négatif* 

Ce qui précède confluit aux conséquences su î vante jî : 
Pour que deux arcs aient le même siniLS ou la même cosé- 
canle, il faut et il suffi l, ou que leur somme soit égale à an 
nombre impair de demi^circonfêrences, ou ^ue leur différence 
soit égale à un nombre pair de demi-cîrconjêrences , 

Pour que deux arcs aient le même cosinus ou la même sé~ 
cante, il faut et il suffit que leur somme ou leur différencB 
soit égale à un nombre entier de circonférences. 

Pour que deux arcs aient la même tangente ou la même 
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eotangente, ii faut et il suffit que la différence de cês arcs 
soit égale à uii nombre entier de demi-circonférences, 

10. Qaand on po.^e 
7 1== sin X, ou f^ lanij'j^, ou / = ^cc .r, ou • - *, 

on a coutume d'écrire aussi 

jr ^ arc sin/, ou jp =: arc tang/i oa x :=^ arc sécjr, ou , . . , 

-c'est-à-dire x =r tare dont le sinus est y^ x =^ tare dont la 
tangente est >', * _ * ; mais, d*après ce qui précède, on voit tpie 
ces expressions arc siu/, ... ne sont pas entièrement déter- 
minées, car elles admettent nne infinité de valeurs pour chaque 
valeur de j^. Les quatre expressions arc sînj-^, arc tangi , arc 
cotj, arccosécjr" deviendront complètement déterminées si 
Ton spécifie que leurs valeurs restent constamment comprises 

entre et H — ; pareillement les expressions arecosj 

et arc sécj^ seront déterminées si l'on spécifie que leurs va- 
leurs restent constamment comprises entre o et n. Avec cette 
restriction^ les six expressions 

arc siny , arc tangjr, arc séc j, arc cosj^, arc cotj-, aj*c coséc j 

peuvent être considérées comme des fonctions de j' ; elles sont 
employées à ce point de vue dans les parties élevées des 
Mathématiques, et on leur a donné le nom de /onctions cir^ 
culaires inverses. Par opposition, les lignes trigono métrique^ s 
sont souvent désignées sous le nom de fonctions circulaires 
directes. 

Relations entre les lignes trlgonométrîques 
d'un même arc. 

11. Il existe entre les six lignes trigonométrîqnes d'un 
même arc cinq relations distinctes que nous allons étohlrr. 

Soit X [fig^ 5) nu arc positif ou iiégcUif dont l'extréuiité M 
est située dans le premier quadrant AB, on a 

MQx =: MP , tang.r ^ AT, sec jr =^ OR, 
cos^ ^= OP, cotx ^ BS^ ru&cc^ ^^ 011. 
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Cela posé, le triangle OMP donne 

les triangles rectangles MOK et MOH donnent aussi 

ok.op = ôm\ oh.oq = ômS 

Fig. 5. 
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enfin les triangles semblables TOA et MOP, BOS et MOQ 

donnent 

TA_MP SB _MQ 
OA"~OP' ÔB~0Q' 

Ces cinq égalités peuvent s'écrire de la manière suivante : 

(I) 

(3) 
(4) 

(5) 



sin'jc -+- cos'or = i , 
séca?.cosar= I, 
cosécar.sin^ = i, 
sinj? 



tango? = 



cotx = 



cosor 

cosar 
sinjr 



Telles sont les relations que nous voulions obtenir \ on peui 
en déduire plusieurs autres qu'il importe de remarquer. Ainsi 
on tire des équations (4) et (5), par la division, 

(6) çxAx=. ; 

^ ' tango:' 

les équations (a) et (3) donnent aussi 



(7) 

! (8) 



seco:= 9 

coso: 



cosecx : 



sinor 
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c© rjai montre que cot j?, sécjc et coséc x sont respecliveraent 
les inverses de tanga:^ cosx et smjc. 
Des équations (4) et (5) on déduit 



I -h tang^x: 



sm'^r 



1 -h COt^JC :^ t + , - - ^ 



Sill^jr 

on, à eause des relations (7) et (8), 

(9) séc' j* ^ 1 -h tang*;ir, 

(10) cosëc'^ =^ 1 ^- cot'j-. 

Ces deux dernières peuvent être démontrées directement, car 

les triangles rectangles OTA et OSB donnent 

ôt" = ôk' = ÔÂ' 4- ât' 5 ôs'= ôïï' ^ ôb' h- bs! 

relations qui ne sont autres que les équations (9} et (10). 

12. Pour établir les formules (i), {2}, (3), (4) et (5), nous 
avons supposé Textrémité de 1 arc a: située dans le premier 
quadrant^ mais il est aîsé de voir que ces formules sont géné- 
rales. En eue t, quelle que soit la position de l'extrémité M 
sur la circonférence, il existe (n*' 8) un arc compris entre o et 

-ï et qui, abstraction faite des signes, a les mêmes lignes tri- 

gono métriques que xi d'où il suit que, si Ton u a égard qu'aux 
valeurs absolues des ligues trigonomé triques, les relations (1), 
(a), (3), (4) et (5) auront toujours lieu. La relation (i), qui 
ne contient que les carrés de sinx" et de cosx, sera donc vraie 
dans tous les cas, et il suffit de constater que les deux membres 
de cbacune des relations (2), (3}j (4) et (5) ont toujours le 
même signe. Or on a vu : 

i^ Que cosar et sécx sont tous deux positifs si Textrémité 
de Tare a: est située dans le premier ou dans le quatrième qua- 
drant, et qu'ils sont négatifs dans les deux autres cas^ 

2" Que sin ôT et coséc x sont positifs si rextrémité de Tare x 
est située dans le premier ou dans le deuxième quadrant, et 
qu'ils sont négatifs dans les deux autres cas ; 
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3'' Qne la tangente et la cotangente de x sont positives si 
rextrétaîté de cet arc est dans le premier ou dans le troisième 
quadrant, auquel cas sînxel cosx sont tous deux positifs ou 
tous deux négatifs \ tandis que les mêmes lignes trigouomé- 
triques sont négatives si rextrémité de Tare x est dans le 
second ou dans le quatrième quadrant, auquel cas sinx et 
cos X ont des signes contraires. 

On conclut de là, et delà règle de la multiplication des 
quantités positives et négatives, que les deux membres de cha- 
cune des relations (a), (3)^ (4), (5) sont toujours de même 
signe. Par conséquent ces formules subsistent pour toutes les 
valeurs de j:. 

13, Des relations (i", (a), (3], (4)^ (5) on peut tirer les 
valeurs de cinq quelconques des six lignes trigonométriques 
€71 fonction de la sixième^ on a, par exemple, 



cosa? = dr ^1 — sin*x, ïixn^x = 



dz \/t — sin*^ 



sm jp ± V ' — sïh^-^ 

cosecjT ^ -: — . 
sini^ 

Remarquons toutefois que, lorsque Ton connaît une ligne 
tri gon omet ri que d\in arc x^ les autres lignes ne sont pas toutes 
déterminées complètement^ ainsi, quand on donne sinar, la 
valeur de cosécx est déterminée j mais on ne connaît que les 
valeurs absolues des quatre autres lignes. La raison en estque^ 
parmi les arcs dont le sinus est donné, il y en a dont les co- 
sinus, tangente, cotangente et sécante sont positifs, et d'autres 
pour lesquels les mêmes lignes sont négatives. 

On a souvent besoin de connaître sinx et cosar quand on 
donne' langx; supposons que la valeur donnée de tangx ait la 

forme fractionnaire — : on aura 
n 

sin -a: m 
cos.r n 
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*7 



d'où Ton tire 



m n 

sm X = , î cos jc ^ 



yjrrû + n^ 



y/m^ ■+- n* ' 



dans ces deux formules, le radical y/m* 4- n* doit être pris avec 
le même signe -, mais ce signe est indéterminé. 

L'arc j étant égal à son complément, cos j est égal à sin y ^ 

on a donc 

tang I = I,; 

on trouve ensuite, par ce qui précède, 

TT TT i/2 

sin -7 = cos -7 = ■^— • 
442 



Formules relatives à l'addition des arcs. 



14. Sinus et cosinus. — Nous nous proposons ici de déter- 
miner le sinus et le cosinus de la somme de deux arcs, con- 
naissant les sinus et les cosinus de ces arcs. 

Désignons par a et b deux arcs positifs dont la somme ne 

surpasse pas-- Soit {Jig» 6) A l'origine des arcs 5 prenons 




AM = aet MN = è ^ on peut considérer l'arc b comme ayant 
M pour origine et N pour extrémité, et l'on a 

menons NQ perpendiculaire sur le rayon OM^ NR, QI, MP 
Triff, s. 2 
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perpendiculaires sur OA, et QH parallèle à OA, on aura 

sin<2 = MP, cosa = OP, 

sin b = NQ, cos h z= OQ, 
sin (fl -4- ô) = NR = QI -+- NH, 
cos (rt + ô) = OR = 01 — QH. 

Cela posé, les triangles semblables MPO et QIO donnent 
QI^_OI_OQ 

mp^""op"^om' 

d'où Ton tire 

_^ MP.OQ . ^^ OP.OQ . 

01 = — ^„ = sma cosb, 01 = ^,, =.- cosa cos*. 
OM OM 

Les triangles MPO et NQH sont aussi semblables^ car ils ont 
les côtés perpendiculaires chacun à chacun; on a donc 

NH_QH__ NQ 
OP "" mp""om' 
d'où Ton tire 

NH = ^ , = cosa smo, QH = ^„ =: sma sinb, 
OM OM 

On a, d* après cela, 

(i) sin (a -h 6) = sin a cos è -i- cosa sine, 

(a) cos(a -i- ô) =:cosacos* — sinasin*. 

15. Ces formules (i) et /a) n'ont été démontrées que dans 
somé 



l'hypothèse où a et i sotT deux arcs positifs dont la somme 

n'est pas supérieure à - ; mais no\i8 allons prouver qu'elles 

s'appliquent à deux arcs quelconques a et b. 
-t 1 ^ Les formules ( i ) e^ ( 2 ) subsistent pour toutes les valeurs 

de a et de b comprises entre o et — 

Cela ayant été établi pour le cas de a -h 6 <] - ou = -» sup- 
posons a -+• b^ -\ soient a' et U les compléments de a et 
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de &, on aura a' -4- i' <; -; par conséquent, 

sin [a' -{- b') = sin a' ces b' -f- cosa' sin b', 
CCS (a' 4- è') = CCS a' cos b' — sin a' sin b'. 

Comme les sinus de deux arcs supplémentaires sont égaux, 
(andis que les cosinus sont égaux et de signes contraires, si Ton 

remplace û/, b' et a' -h i' par leurs valeurs a, b et 

Tt — ( a -i- J ) , on obtiendra précisément les formules ( i ) et ( 2 ) . 
2° Si les formules ( i ) et {2) s'appliquent à deux arcs aetb^ 

elles subsistent encore, quand on ajoute- à l'un dès arcs. 

Les arcs a et i satisfaisant, par hypotlièse, aux formules (i) 

et^ (2), posons a' = a-\ — > et remplaçons a par a' 7 il 

viendra 

sinla' -h b j = sin ( a' j cos b -+• cos la' ] sin b, 

cos la' -h b j = cos la' j cos b — sin ia' j sin ô ; 

or on a, quel que soit a:, 

. / ttX ./tt \ 

sm ( J? I = — sm I a:\=: — cos X, 

cos [x j = cos I dp j = sin J? ; 

donc les formules précédentes peuvent s'écrire comme il suit : 

cos (a' -4- b) =cosa' cosb — sina' sinb, 
sin [a' -h b) = sina' cosb -h cos a' sin/y, 

et Ton voit que ce sont les formules ( i) et (2) où Ton a mis al 

ou a -i — à la place de a. 

3^ Les formules (i) et {2) subsistent pour toutes les valeurs 
positi{fes de a et de b. 

Supposons, en effet, que les arcs positifs aet è contiennent 
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respectivement, le premier m, le deuxième n quadrants, et 
posons 

a=.m — h a\, b =^ n h^, 

2 2 

a' et y étant chacun moindres qu'un quadrant*, on aura 

sin [a' -4- b') = sin a' cosè' -h cos«' sin^', 
CCS (a' -^ b') = ces 6' ces a' — sin a' sin b\ 

Or, d'après ce qui prAède, ces formules subsisteront si Ton 

ajoute successivement m fois - à a' et /i fois - à i' ^ donc les 

formules (i) et (2) s'appliquent à deux arcs positifs quel- 
conques a et b. 

4° Les formules (i) et (2) subsistent pour des valeurs quel- 
conques de a et de b. , 

Cette proposition étant démontrée dans le cas où a et A sont 
tous deux positifs, supposons que l'un au moins de ces arcs 
soit négatif, et désignons par k un entier assez grand pour que 
les sommes 2 âttt -+- a = a', 2 Â tt -h i = i' soient positives ^ on 

aura 

sin(ûf'-!- b') r= sin a' ces ^' -f-cosa' sinb', 

ces ( a' -4- b') = cos a' ces b' — sin a' sin b' ; 

remplaçant a' par 2 /tt: -h a, é' par 2 A tt 4- 6, et se rappelant 
que l'on a, quel que soit x^ 

sin(2/-7c -+- j:) = sinx, cos(2>?7r 4- j:) = cosar, 

on retrouve les formules (1) et (2). 

La généralité des formules (i) et (2) est donc complètement 
établie î il convient de remarquer que chacune de ces formules 
peut se déduire de l'autre en remplaçant dans celle-ci a par 

a -i — î ou o par o -\ — • 
2^2 

Si dans les formules (i) et (2) on change b en — è, il vient 

(3) sin (a — ^) = sin«cosè — cos^sinô, 

(4) cos (a — b) =z cos a cos b -h sin a sin b, 

16. On peut facilement trouver, par ce qui précède, le sinus 
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et le cosinus de la somme d'un nombre quelconque d'arcs, 
quand on connaît les sinus et les cosinus de ces arcs. Soient, 
par exemple, a, J, c trois arcs quelconques -, on a 

sin (û -f- ^ -H c) = sin (a + b) cosc -f- ces (o -f- ô) sine, 
cos(o-f- b-hc) =cos(a-{- 6) cosc-— sin (a -f- b)sinc; 

puis, en développant sin [a -H b) et cos {a -f- i), il vient 

sin (a -h ^ H-c) = sinacosècosc -f- sin ^cosa cosc 
H- sin c cos a cos b — sin a sin b sin c, 

cos(o-f- ^ -h c) r:=cos<2COs6cosc — cosasin^sinc 
— cos 6 sin a sin c — cosc sin a sin 6. 

Connaissant ainsi les formules qui donnent le sinus et le cosi- 
nus d'une somme de trois arcs, on pourra obtenir celles qui 
donnent le sinus et le cosinus d'une somme de quatre arcs, et 
ainsi de suite. 

17. Tangentes et cotangentes. — Proposons-nous main- 
tenant de trouver la tangente pu la cotangente de la somme de 
deux arcs, connaissant les tangentes ou les cotangentes de ces 
arcs. 

Soient a et b deux arcs quelconques, positifs ou négatifs •, 

on a 

, , , s\n (a -i- b) sin a cos b -f- cos a sin b 

taLUs{a-hb) = ) ^ = r : 7—7» 

^^ cos[a-{-b) cos ^ cos 6 — smasin6 

et, en divisant les deux termes de cette valeur de tang (a -f- A) 
par cos a cos £, 

(5) tang(. + ^)= 'ang. + tangfe 

^ ' ^^ ^ I — tangatang6 

Sî l'on change i en — b dans cette formule, il vient 



<6) ta„g(«-6) = -îiHii 



tang b 



tan g a tang 6 



Pour avoir cot(a-f- i) en fonction de cota et cote, il sufQt 
de se rappeler que la cotangente d'un arc est l'inverse de la 
tangente de cet arc. Au moyen de cette remarque, on peut 
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écrire les équations (5) et (6) comine il suit : 

, ,. cota cote — I , ,. n- cota cote 

cot(a-hô)= -, cotfa — b)= ; • 

^ ' cota -I- cote ^ ' cot^ — cota 

On peut aisément, par ce qui précède, exprimer la tangente 
de la somme d*un nombre quelconque d'arcs en fonction des 
tangentes de ces arcs. Soient, par exemple, a, i, c trois arcs 
quelconques 5 on a 

/ / . N tang(a H- ô) -t-tangc 

^^ ^ i— tang(a -h 6)tangc 

et, en remplaçant tang(a -f- 6) par sa valeur ^> 

il vient 

. , . tans'a 4- tansb -h tanerc — tanga tang6 tangc 

tang ( a + ^ -4- c) == ^ ^ ^ ^ ^ • 

^ ' I — tanga tango — tanga tangc — tang 6 tangc 

Connaissant ainsi la formule qui donne la tangente d*une 
somme de trois arcs, on pourra obtenir celle qui donne la 
tangente de la somme de quatre arcs, et ainsi de suite. 

Foi mules importantes déduites des formules relatwes 
à r addition des arcs. 

18. Des formules 

sin(a -4- ^) = sinacos^ -f- cosasin^, 
cos(a 4- b) r=cosacos^ — sinasin^, 
sin(a — è) = sinacos^ — cosasin^, 
cos(a — b) =cosacosè -\- sinasin^, 
on déduit 

isin(a -h 6) 4- sin(a — b) = 2sinacos6, 
sin(a ~h b) — sin(a — ^) == 2C0sa sinô, 
cos(a-|- b) -f- cos(a — b)=z icosacosb^ 
cos(a — b) — cos(a -h b) = 2sina sine. 

Soient maintenant 

a -h b z=rp^ a — b=:q'^ 
on aura 
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et les formules précédentes deviendront 

I sinp -f- sïnq = 2 sin - (/? -f- q) ces - (p — q)^ 



(2) 



sin^ — sin^ = 2 sia - (/? — ^) ces - (/? 4- q), 

COSp -+- COSq =r 2 COS " {p -^ q) CCS - (/? — g ), 

cosy — cosp = 2 sin - (p -^- q) sin - (/? — g ). 

Ces dernières formulés sont fréquemment employées*, elles 
servent à exprimer la somme ou la différence de deux sinus 
ou de deux cosinus par un produit de sinus ou de cosinus. 

On peut de même exprimer par un produit la somme ou la 
difiérence d*un sinus et d'un cosinus 5 en eflet, on a 

cosp rh sin^ = sin ( p\±smq, 

et, en faisant usage des formules (2), 

. fn p — q\ /w p-\-f7\ 
m<7 = 2 sm 7- — ces -7 — , 

\4 2 y V4 2 / 

= 2 sm -7 — 1 ces -7 — — ^ . 

\4 2 y V4 2 ; 

En divisant deux à deux les formules (2). on obtient lei 
suivantes, qu'il importe de se rappeler : 

sin|(/7-f-y)cosl(/> — y) ^ tangj(/? + 7)^ 
q) t*ng{(/? — y)* 



(3) 



cos/> 



• sm< 



cosp — sm^ : 



sm/? -I- sm ^ 
sinp — sin ^ 
sin/? -h sin q 
cosp- 
sinp - 



sin 

sin 



cos^ 
sin^ 



ces 



COs\(p — q) _ 



cosq — cosp sm 



4) j ainp - sing _ sm\{p - g) _ . ^ 



cosp -h cosq 
sinp — sin q 



ces 
ces 



cos^- 

COS/7- 



■ cosp 
-cos^ 



sm 
ces 



cos^ — ces/? sjn 
= cet 



(p- 
ip 



q)cosi{p- 
■1). 



ip-q)' 






-5). 



{p+q)cot^{p—q]- 
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19. On peut aussi transformer la somme ou la différence 
de deux tangentes en un produit de lignes trîgonométriques. 
On a, en effet, 

sin a , sin ^ sin a ces h dz cosa sin h 



-9 



tang a dz tang b == dz — - r= , 

ces a coso COSflCOSO 

ou 

, i^\ _i_ 7 sin(adbft) 

( 5 ) tanea di tango = — ^ t" î 

^ ^ o D cosacosÉ» 

on aurait de même 

b) cota±:cotè= -T^^ r— r» 

smasmc» 

(7) cotg:±tang^— . ^ ^/ « 

Voici encore une formule qu'il convient de remarquer. 
Multiplions entre elles les deux égalités 

sin(a + ^) = sinacosô -f- cosa sinô, 
sm(« — h\ r=sin«cos6 — cosasinè; 
il vient 

sin (a -+- ô)sin(a — h) =:sin'acos'è — cos'asin^è 

= (i — sin'è) sin'a — (i — sin'a) sin'ô 

nr: (l — COS*a)cOS'6 — (l — C0S^^)C0S*O, 

ou 

sin(a H- ô)sin(<2 — ^) = sin'a — sin*^ 



(8) 

20. Somme des cosikijs ou des sinijs d*ujîe suite d'arcsIbn 

PROGRESSION ARITHMÉTIQUE. Soicut IcS 71 arCS 

Désignons par î un nombre entier quelconque^ on a (n° 18) 

• ^ / .,x . / 2/-I-1A . / ii — \\ 
2sm-cos(a -I- ?^) = sm f a H /i | -- sm I a H /* ) • 

En donnant successivement à i les valeurs o, i , 2, . . . , ti — 1 , 
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îl vient 

.h , ( h\. , l h\ 
2Sin- cosa = sm a H — i — sm ( « | > 

2 \ 2/ \ 2/ 

^ , ., • f 3/i\ . / h\ 
- cos (<2 -f- ^ ) = sm ( « H I — sm ( a H — U 

. / 5/A . / 3A\ 
a -h 2h) = sin ( a H j — sm [a-\ j > 



2sm 



2sin- cos 

2 



.A _ , ,,T ./ 2/2 — I,\ ./ 2/2—3 -\ 

asin-cos[<2-f-(/i — i}A] = sm( a H A | — sinl « H h y 

Ajoutant ces égalités membre à membre et faisant les réduc- 
tions, il vient 

2sin-jcos<2H-cos(a-h/2)-f-cos(<2-l-2A)H- . . . -f-cos[«~h(/2 — ')^]| 



= sin [ a -h A j — sin ( a j ? 



■d*où 

cosa -f- cos(<2 -h A) -I- . . . -h'cos[a -\-[n — \)h'\ 

. I 2/2- I A . / h\ 

sin I <2 H h\ — sin ( « j 

2sm - 

2 

enfin, en transformant le numérateur du second membre en 
produit de sinus et cosinus, par les formules du n° 18, on a 

cosa-h eus (a -\- h)-^ cos (a -h 2A)-+- ... -h cos[a -f-(/2 — i)^] 

, nh [ n—x \ ^ i 

sm — cos I a H h \ - /; nr.- -^ -■ c //:= o 

sm- 

2 

Si dains cette formule on change a en a, et A en — A, 

•1 • ^ ' 

il vient 

fflna-hsin(a-h A)-f-sin(a-f- ih) -h . . . -4-sin[a-H(/2 — i)A] 

, nh . l n — T A 
sm — sml a H h | 

_ 2 \ 2 y 

"" , h 

sm- 

2 
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Les deux formules précédentes donnent des expressions très- 
simples pour la somme des cosinus de n arcs en progres- 
sion aritlimé tique, amsi que pour la somme des sinus de ces 
arcs. 

Multiplication des arcs. 

21. Expressions be sin 2 a et de cos sa Eri fonctiojv de 
&ina ou de cos a, — Si, dans les formules 

( siii(û 4- ô) = smi*cos6 4- cos^zsiaè, 
( co5{a -h lf)=^ ciisacosh — sin a sine, 

on fait 6 := aj il vient 



(•) 



(») 



sm 2 a :^ 3 Sin a COS a^ 

COS a a ^^ cos^s — siii*fl- 



Ces formules (a) font connaître les valeurs de sin 3a et de 
cos 2a en Jonction de sîna et de cosa. Si Ton veut les expri- 
mer en fonction de sinû ou de cos a s'iulement^ on devra rem* 
placer coso par y^i — sin' a, ou sin £ï par ^i — cos' a 5 on obtient 

ainsi 



(3) 



sinna = di %ûna y i — sin^a^dz^cosa^i — cos*^^ 



t — asin'fl = -icos'a — 1 



Il importe de remarquer que cos 2a s'exprime rationnelle- 
ment en fonction de cos a ou de sin a, tandis que sin sa est 

une fonction irrationnelle de sin a ou de cos a, D résulte de là 

que, si Ton connaît la valeur de sina ou de cos«, cosa^^ est 

entièrement déterminé, tandis que la valeur absolue de sin a a 

est seule déterminée. Nous allons donner la raison de ce fait. 

Supposons d'abord que la valeur de sin a soit connue, et 

posons 

siûa = ù j 

Tare a est indéterminé, et ses valeurs, en nombre in uni, sont 
données (n** 9) par les formules 

où à désigne un arc déteroiiné ayant b pour sinus. D'après 
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cela, les valeurs de sin2a sont données par les formules 

sin2a =: sin(4^Tr H- 2a) = sin2a, 

sin2a =r sin(4^*Tr -4- 27r — 2a)= — siu2a; 

et celles de ces 2 a sont 

cos2a=:cos(4^w -I- 2a) = C0S2a, 
CO$2a = cos(4 ^'w H- 27r — 2a) = C0S2a. 

On voit par là que sin2a est susceptible de la double valeur 
± sin2 0;, tandis que cos2a n*a que la seule valeur cos2«. 

La même chose a lieu si c'est la valeur de cosa qui est 
connue. Soit 

cosa= by 

et désignons par a un arc déterminé ayant b pour cosinus ^ les 
valeurs de a sont données par la formule 

par suite, celles de sin2a et de cos2a le sont par les sui- 
vantes : 

sin2<2r=i sm(^An± 2a) = =hsin2a, 

C0S2a =cos(4^'7r=t 2a) = C0S2a; 

sin2a a donc deux valeurs égales et de signes contraires, tan- 
dis que cos 2 a n'en a qu'une seule: 

22. Expressions de sin3a et de cos3a en fonction de 
sîna ou DE cosa. — Si, dans les formules (i), on fait i = 2a, 

on trouve 

sin3a=: sinacos2a H- cosasin2a, 

cos3<2=:cosacos2<2 — sinasin2«; 

en remplaçant sin2a et cos2a par leurs valeurs tirées des 
équations ( 2 ) , on trouve 

( sin3ez = 3sin<2Cos*<2 — sin'a, 
I cos3rt = cos'a — 3 sin^acosa, 

formules qui font connaître sin3a et cos3a en fonction de 
sîna et de cosa. En remplaçant, dans la première, cos*a par 
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: — sm*à, et dans la seconde sin*a par i — cos*a, il vîent 



i) 



Cûs 3 a ^ 4 cos'fl — 3 C03 a. 



On voit que ain3^ et cosia sont exprimables ralîounelle- 
mentj le premier en fonction de sina, le second en ibnction 
de cos^", au contraire, sin3a est une fonction irrationnelle de 
cosa, et cos3a une fonction irrationnelle de sinrï. Il résulte 
de là que, quand on donne sina, mi3a est entièrement déter- 
miné, tandis que la valeur absolue de cosS^ est seule déter- 
minée; au contraire, sîTon donne cosa, co&^a est déterminé, 
ma^ssin3£^ne Test pas. Ou peut montrer qu*i] doit en être 
ainsi, par des considérations analogues à celles dont nous 
Ip^Tons fait usage au n° 21 , et qu'il serait superflu de repro- 
duire ici. 

^H 23. Si Ton connaît les valeurs de sin{t7t — t)a et de 
cos(m — j)a en fonction de sina et de cosa, ou aura celles 
de sînm^ et de cosma^ en posant b =^ (m — i) a dans les équa- 
tions (i), qui deviennent alors 

^iama ^= aînacos(m — i)rt H- cosasin [m — i)a^ 
cosrrni ^CQsacQB(m — i)a — sinasin(wi — [)f7j 

en remplaçant sin (m — i)o et cos{/rt — t)a par leurs va- 
leurs connues. On comprend comment on pourra calculer de 
proclie en proche, par celte métbode, les valeurs de sîn4^et 
de cos4^, de sin 5 a et de cos5fl, . , . , en fonction de sin a et 
de cosa. Mais nous ne pousserons pas plus loin les calculs^ 
nous donnerons d*ailleurs, dans la suite, une métbode générale 
pour former directement les valeurs de sin/7wiet de cos iTza, 
quel que soit 1* en lier m. 

t'RESsroNS DE tangua et de taug3« en fonction de 
Si, dans la formule 



Ung( a 4- /il ) = 



tnnga-\- tan^fr 
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on fait i = a, il vient 

(7) tang2a — 



1 — tangua 

formule qui fait connaître tang2a en fonction de tanga. 
Si, dans la formule (6), on fait A = aa, il vient 

tang3>z^ tangg + tanga^^ 
I — tangfltangaa 

et, en remplaçant tang2 a par sa valeur tirée de la formule (7), 

Stanea — rang' a 

tang3o= ^-^- -^— . 

° I — 3tang'« 

Généralement, si la valeur de tang(/n — i) a en fonction de 
tanga est connue, on aura tangma par la formule 

tans^a 4- tanfir(/w — i)a 
tangwa =z ^ ^ '-— . 

1 — tanga tang( 772 — i)a 

On pourra donc calculer successivement les valeurs de 
tang4a) tangSa, . . . , qui seront toutes exprimées en fonction 
rationnelle de tanga. Nous donnerons dans la suite Texpres- 
sion générale de tang/na en fonction de tanga. 

L'expression de cotma en fonction de cota se déduit im- 
médiatement de l'expression de tang/wa en fonction de tanga ^ 
par exemple, en remplaçant dans la formule (7) tanga et 

II.,. 

idjua^a par — - et » il vient 

^ ^ coto cet 2 a 

coVa — I 

cot 2 a = • 

2 cota 

Division des arcs. 

2S. Expressions de sin-a et de cos-a en fonction de cosa. 

2 2 

— On a (n° 21 ) 

cos^ — a — sin' - a = cosa, 
2 2 

cos' — a -{- sin* - a =r i , 
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et on tire de là 




1 I + COSfl 

cos' - a=: 9 

2 2 


.1 ï — COSrt 

sin^ - « = 1 

2 2 


d'où 




1 _. ^ /i-f-cosa 
(I) cos-^a = ±y ^ , 


.1 _. ^ /i — cosa 


2 V 2 



On voit que les valeurs absolues de cos- a et de sin-asont 

^ 2 2 

déterminées, mais que leurs signes ne le sont pas. On peut 
expliquer ce résultat par les considérations que nous avons 
déjà employées au n° 21. Soient b la valeur donnée de cosa, 
et a un arc déterminé ayant b pour cosinus; les valeurs de a 
pour lesquelles on a cos a = b sont données par la formule 

a z=z 2X*7r ziz a; 

par suite, les valeurs de cos-a et de sin-a le sont par les 
suivantes : 



I 
cos — a = cos 

2 



(>t7rZiZ-aU sin -«=± sin f i^TT zh - a) • 
2 y 2 V 2 ; 



Or, si l'on prend pour k un nombre pair, ces formules de- 
viennent 

ï I .1 , . I 

cos — a = cos - a» sin - rt = zb sin - a ; 

2 2 2 2 

et si l'on prend pour k un nombre impair, elles deviennent 

1 I . I ^, . I 
cos - az= — cos - a, sin - a = =iz sin - a ; 

2 2 2 2 

ce qui montre que cos-a est susceptible de la double valeur 
± cos-a, et sin-a de la double valeur dz sin-a. 

2^2 2 

Si l'arc a est donné, les signes de sin - a et de cos - asont 

connus, et l'on peut calculer ces quantités au moyen des for- 
mules (i). Veut-on, par exemple, avoir le sinus et le cosinus 
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y— 

de Tare ^» sachant que le cosinus de -^ est — (n° 13) 5 les for- 
mules (i) donneront 



n V2-i-^2 . TT \/2 — s/2 



cos ô = 9 sm TT == 



8-- 2 ' ""^8-" 2 

26. Expressions de sin- a et de cos- a en fonction de sina. 
2 2 

— Si, dans les formules ( 1 ) , on remplace cos a par ± ^ i — sin*a, 

il vient 



cos 



sm 



1 _i_4/i=tv^ï — sin'a 

2 V 2 



mais on peut arriver à des résultats plus simples. En effet, des 
deux formules 

2 sm - ^35 cos - « = sm<2, cos' - a -^ sm' - a rm , 
22 22 

on déduit, par addition et soustraction, 

/ I . 1 \^ 

cos - a 4- sm - a 1 =1-4- sm«, 

V 2 2 ; 

/ I . î \' 

( cos -a — sm - a = i — sm a , 

\ 2 2 ; 

d'où 



cos — a -+- sm - a = zt: V ï -h sma, 
22^' 



cos — a — sm - a = dz V I — sina. 
22^ 

et, par conséquent, 

-a = ii=-(v^i 4- sinadi v/^ "~ sin«), 

in-« = =iz-(y/i H- sinaq:: y/i — sina). 
Dans ces deux formules, les signes supérieurs ou inférieurs, 



cos 

(a) ■ ^ 
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hors des parenthèses ou dans les parenthèses, se correspon- 
dent; mais dans chacune d'elles le signe hors des parenthèse.» 
est indépendant de celui qui se trouve dans la parenthèse. 

On trouve ainsi quatre valeurs pour cos-a et quatre pour 
sin -a] et il est remarquable que les valeurs de cos - a soient 

précisément les mêmes que celles de sin -a. Pour expliquer 

ce résultat, soient i la valeur donnée de sin a, et a un arc dé- 
terminé ayant b pour sinus ; les valeurs de a étant données par 
les formules 

a==2^7r+a, « = (2^-i-i)îc — oLf 
les valeurs de cos-a et de sin -a sont 



cos - a = cos 

2 



( ÂTT H a ) î cos - a=: cos { Air -\ a | » 

\ 2 / 2 V . 2 2 y 

sin - « = sin ( / TT H — an sin - a = sin ( X'tt H a ) • 

2 \2/ 2 \22/ 

Si Ton prend pour k un nombre pair, ces formules deviennent 

1 I ï fit i \ . i 
cos -a = cos - a, cos - « = cos a = sm - a, 

2 2 2 \2 2 / 2 

. I .1 .1 . fit l \ 1 

sin - fl = sin - a, sm - <2 = sm ( ol]= cos - a: 

2 2 2 \2 2 y 2 

et, si Ton prend pour k un nombre impair, elles deviennent 

1 I I /tt I \ .1 
cos - a= — cos - a, cos - a = — cos ( a ) = — sm - a, 

2 2 2 \2 2 / 2 
.1 .1 .1 , fit l \ I 

sm - û z= — sm - a, sin-az=: — sm ol] = — cos - a; 

2 2 2 \2 2 / 2 

d*oà il suit que cos - a et sin - a ont chacun les quatre va- 
leurs ± cos - a, =fc sin - a. 

2 ' 2 

Si Tare a est donné, on sait quels sont les signes de sin - a 
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et de cos-a; on sait aussi quelle est celle des deux quan> 

lités qui a la plus grande valeur absolue. Cette considération 
permet de déterminer dans chaque cas les signes qu'il faut 

prendre dans les formules (a) pour avoir les valeurs de cos- a 

et de sin - a. 
a 

27. Expression de tang-a en fonction de tanga. — Si, 

dans la formule 

2 tansra 

tangua — r^-' 

1 — tangua 

on remplace a par - a, il vient 



2 tans: T^ 
tanga r=r °_1_^ . 

^ I — tangua' 



I d'où, en faisant 





tanga = b, tang - a = ar. 


(3) 


o 

a:3-}- -jr — 1 = 0; 
b 


\ on tire de là 




(4) 


— iWi*'- 



Pour savoir ce que repiésentent ces deux racines de l'équa- 
tion (3), soit a un arc déterminé ayant b pour tangente; les 
valeurs de a seront données par la formule 

a =: /'TT -{- a, 
( t celles de x par la suivante : 

. = tang(/ = + l«). 
Si l'on prend pour k un nombre pair 2/2, cette formule donne 

X =: tang {nn-\ — a j = tang - a, 
Triff. S. 3 
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et^ si Ton prend pour A^ un nombre impair 2/i + i , elle donne 

/ TT I \ /tT I \ I 

X = tang I/ïttH 1 — a] = tang ( — I — a] = — cot-a; 

d'où il suit que x a les deux valeurs tang -a et — cot-a, 

dont le produit est égal à — i . 

Si Tare a est donné, il est aisé de déterminer quelle est 

celle des deux racines de Téquation (3) qui est égale à tang - a, 
car on sait d'avance quel est le signe de cette tangente. Sup- 
posons, par exemple, qu'on veuille trouver tang^? sachant 

que tang y = i \ on fera b = i dans la formule (4)^ qui don- 

nera, parce que tang ^ est positive, 

tangg— — i-f- y/9.. 

28. On peut exprimer tang - a eu fonction de sina et de 
cosa par une formule qui est d'un usage fréquent. On a 

1 sin^a 2sinY«C()s|a 2sin*t^' 
tang - a = ]— z= ' . ' = — r— — i — ;— , 

2 cos~a 2C0S*|fl isw^acns^a 

et, en se servant des formules établies précédemment, on 

trouve 

sïna I — cosa 



tang -a = 



2 I -f- cosa sma 



En remplaçant sina par ^i — cos*a, on a encore 



I , /i — cosa 

tang - az=:±: t/ « 

° 2 y I -I- cosa 



a 
29. JEquation noNT dépend cos- quand cosa est donné. — 

Si, dans la formule 

cos3a = 4 cos*a — 3 cosa, 
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on remplace a par -^ > il vient 



.Ci a 

COSfl =: 4 COS* -^ — 3 COS ^ > 

OU) en posant 

a 
COSû = è, COS - = or, 

Cette équation est du troisième degré, et l'Algèbre apprend 
qu'elle a trois racines réelles. On peut démontrer ce fait 
comme il suit : a étant un arc déterminé dont le cosinus est i, 
les valeurs de a sont données par la formule 

a = 2^7r zha, 

et les valeurs de x le sont par la suivante : 






où Ton doit donner à k toutes les valeurs entières positives, 
nulles ou négatives. Or, quel que soit A, on peut écrire 

Â' = 3n -{- i, 

l'étant l'un des nombres o, i ou 2 ^ on a donc 



/ s/tt , a\ /2/ff ,_a\ 



les 



mais les arcs 

a 4^ ^ ^^ ^ 
~3* T'"3' T""3 

ont des cosinus qui sont égaux respectivement (n° 9) à ceux 

des arcs 

a 2 7r a ^n a 

3' T"^3' T"*"3' 



donc X a les trois valeurs distinctes 

a fin a\ /Air a\ 

COS5, cos(^-^ + 5J, cos(^^+-j, 

et ne peut en avoir un plus grand nombre. 



3. 
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30. Equation dont dépend sîn^ quand sina est donné. — 
Si) dans la formule 

sin 3û = 3 sma — 4 sin»«, 

on met ^ au lieu de a, il vient 



sina = 3 sin - — 4 s>^ ô> 



et, en posant 

on obtient Téquation 



a 
sina = 6, sin -r = «, 
o 



qui se déduit de celle du n® 29 en changeant i en — b. 

Pour savoir ce que représentent les trois racines de cette 
équation, soit a un arc déterminé ayant b pour sinus; les va- 
leurs de a seront données par les formules 

az=zo,An -h (n, a = (2X* -h i)7r — a, 

et celles de x par les suivantes : 

Soit A = 3/1 4- /, i étant l'un des nombres o, i , 2 ; ces for- 
mules deviennent 

. / a/TT a\ . /2/7C a\ 

. / 2z-f-l a\ . fui-^l a\ 

« = «n (^2«,r + -3- ^ - 5 j = srn ^-^^, _ 5 j . 

Mais les arcs 

3ic a, ic a 5n a 

T~3' 3" 3' T""3 
ont respectivement (n° 9) les mêmes sinus que les arcs 
a 2Tr a 4^ > 

3' 3 3' 3 3' 
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donc X a les trois valeurs distinctes 



et ne peut en avoir un plus grand nombre. 



8m-^9 sinl 



31. Équation dont dépend tang^ quand tanga est DOimÉE. 

— Si, dans la formule 

3 tanff « — tanfi[*a 
" 1 — 3 tang'a 

on remplace a par - 9 on obtient 



3 
tang«i= 



3tang^— tang»^ 
I — 3 tang* ^ 



et, en faisant 
il vient 



tanga = ô, tang- = jr, 



0= 7i — r» 



OU 



I — 3a:» 



3^^*— 3j:-h ô = o. 



On voit que le problème dépend d'une équation du troisième 
degré. Pour savoir ce que représentent les racines de cette 
équation, soit a un arc déterminé ayant h pour tangente^ les 
valeurs de a seront données par la formule 

a = /-TT -+- a, 

et celles de x par la formule 

Posons A = 37i-l-z, i étant l'un des nombres o, i ou a^ la 
formule précédente devient 
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d'où il suit gue a: a les trois valeurs 



taïig-> tang 






et n*en a pas davantage. 

Si k valeur donnée de & est itiGnie. ^équation en jc ae ré- 
duit à réquation du second degré 

cniî n*a que deux racines, savoir H — -^ et ^ — ^* D'un autre 

côté, comme « = -, les expressions des racines de TéquatloD 
en X sont 

tangg, laog^, '^'^g-Jf^ 

d*où il suit que, pour t ^ oo , Tune des racines de cette équa- 
tion devient infinie, et que les deux autres se réduisent à 

tang TT et tang-^- On a donc 



^6 V^3 ^ fi v/^ 



32. En général, si Ton veut obtenir sin — ? cos — ou tang — ^ 



m m ^ m 

connaissant sîna, cos a, tangfl, on commencera par former 
réquation qui donne smma, cosm^ ou i^ugnia en fonction 

de sina, de cos a ou de tanga; puis, en mettant — au lieu de 

a, ou aura Téquation dont dépend rincounueque Ion clierclie. 
Cette équation sera, suivant les cas, du degré m ou du degré 
af?ï. Nous donnerons dans le Chapitre V tous les développe- 
ments que comporte cette importante question; mais il con- 
vient de remarquer, dès à présent, que la détermination de 

sin — j de cos — ou de tang — ne dépend que des équations du 
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second degré, si -m est une puissance de 2^ car, après avoir 

trouvé sin- a, cos - a et tans- a en fonction de sina, de 
2 ' 2 ^2 ' 

cosa ou de tanga, on pourra, de la même manière, trouver 

au a » a a a 

Sin jt COS j et tang ^ > ^in ^> cos g et tang g? • • • • 

Détermination des lignes trigonométrie ues 
de certains arcs. 

33. On peut calculer les lignes trigonométriques d'une infi- 
nité d'arcs compris entre et -9 par de simples extractions 
de racines carrées. 

Des arcs compris dans la formule —^ Si Ton part de 

l'arc -9 on aura, par la méthode des u°* 25 et ^6, les sinus et 
les cosinus des arcs 

ir TT ir 

4' 8' 76" •' 



et Ton pourra en conclure ensuite les sinus et les cosinus de 
leurs multiples. 

On obtient de cette manière 



TT i/2 

cos j =^j 
4 2 




. ÎT v/2 

"°4=T' 


eos^=V^^-^V^% 


. ir 1/2 — 1/2 

nng= ^V, 


10 2 


1 


Sin -77 = 9 

16 2 

.....•••« 



ibrmulesdont la loi est évidente. Ainsi, quels que soient les 
entiers m et /i, on pourra calculer par de simples extractions 

de racines carrées le sinus et le cosinus de Tare -^ et, par 

suite, aussi les auties lignes trigonométriques de cet arc. 
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34. Des arcs compris dans la formule r — -• — Les arcs -r 

3.2" 3 

et -^ ont le même sinus, puisqu'ils sont supplémentaires^ on 

a donc 



et, par suite, 
on tire de là 



sm-^ = sina ^ ==2 sm- ces-» 



TT 
2C0Sxî 



it I 
cos-5 = -5 sin- — 

3 2 3 2 



TT v/3 



ou, comme - est le complément de -> 

o '■ b 

TT i/3 . TT I 

cos 7î = ^^ 9 sin TT = - • 

o 2 D 2 



En partant de l'arc ^j on obtiendra, par la méthode des 
n^' 25 et 26, le sinus et le cosinus des arcs 

— » /' • • • î 

12 24 

on trouvera, par exemple, par les formules du n° 25, 



1t \/2-f- i/3 . TT \/2 — i/3 

cos — = 3^j sm — = 2—5 

12 2 12 2 

et, par les formules du n^ 26, 

cos^ = ^ ( v/6 -H v/^) ' ^^° 7^ = Z ^ v/S " ^^' 

On voit que l'on pourra calculer par des extractions de racines 
carrées les lignes trigonométriques de l'arc ^ — -<* quels que 

ô • 2 

soient les entiers m eln. 
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35. Des arcs compris dans la formule •= — -• — On a 

5. a" 

2 sin ^ CCS ^ = sm -^ ? 

. 27r 2îr . An . n 
2 sin -^ ces -r- =: sm -^ = sin ^ j 



et, en multipliant ces deux formules, il vient 

, TT 27r 

4 ces p cos -^ = I ; 
o 5 



mais le premier membre de cette équation est égal au double 

de cos ^ -t- CCS -=- ou de ces ■= — ces -—- ; on a donc 
5 5 5 5 

tr 2tr I 

ces TT — cos -77- = - ; 

5 2 

en élevant cette équation au carré et l'ajoutant ensuite avec 
la précédente, il vient 



/ TT 27r\» 5 

^cos^ + cos^j ==4' 
d'où 

TT 2 7r i/5 

COS ^ -{- cos -T- =: -^^ • 
5 5 2 

Connaissant ainsi la somme et la différence des cosinus des 
arcs 7 et -^9 on a immédiatement les valeurs de ces cosinus, 
savoir : 



cos 


n 
5 


= 


sin 


Stt 

lO 


= 


I-4-V^ 


» 


4 


~> 


cos 


27r 
T 


= 


sin 


lO 


z=z 


— I -4- 

4 


v/5 



Des valeurs de cos -p et de cos -^ on passe tout de suite à celles 
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de sin- et de sin -^•, on obtient ainsi 

. TT StT I / ^ 

sm 7: = cos — =:-vio — ^i/y, 
5 10 4 

. 2 7^ TT I / /= 

sm-x- = cos — = -7 V 10 -+- 2fc i/5 . 
5 10 4 

En partant de Tare — > on obtiendra par les méthodes des 
n®* 23 et 26 les sinus et les cosinus des arcs 

TT TT 
j —-5..., 

20 4^ 
en sorte qu'on peut obtenir par des racines carrées les ligues 
trigonométriques de Tare ■= — -* quels que soient les entiers 
m et n. 

36. Des arcs compris dans la formule ^-f — z* — On a 

3.5.2* 

TT TT TT 

i5"~"6 10' 
par suite 

sm —= = sm 7? COS cos 75 sm — ? 

i5 b 10 6 10 

^ TT tr . TT . ir 

cos -7: mCOSTî COS h SIU 75 SIQ ? 

i5 6 10 o 10 

et, en remplaçant les sinus et les cosinus des arcs ^ et — par 
leurs valeurs trouvées plus haut, il vient 

cos-^=^v/io-4-2v/5-j- g (— i + v^), 

d'où il suit encore qu'on pourra calculer les lignes trigonomé- 
triques de Tare ^-^ — - par de simples extractions de racines 
^ • o . 2 

carrées, et cela quels que soient les entiers m et n. 
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37. Nous compléterons ce qui précède en construisant ici 

la Table des sinus et des cosinus des multiples de Tare — • 

* 10 

Nous partirons des formules 

. 2ir Sit — 1 + i/5 

sm — = ces — = , ^ j 

20 20 4 

. 6ir 27r I / 7= 

sm — = ces — = - vio + * v^i 
20 20 4 

". 4f ôtt I / 7= 

sm-î— =cos — = -7 VIO — 2 i/o, 
20 20 4 

. 6ir 4'*' I -f- \/5 

sm — = ces ^^— = 7 — ? 

20 20 4 

données au numéro précédent. On aura sin — et cos — 9 
^ 20 20 

. Stt Stt o » • . 27r ^ Ôtt 

sin — et cos — en taisant successivement a = — et a = — 

20 20 20 20 

dans les formules 

. I I . : I / -. 

sm - a == — i/ 1 -f- sm« v i — sma. 

22^ 1 

I I / ; I r ; 

00 - « = - VI -+-sm<2 H — V I — sma; 
22' 2 

on trouve 



sin - = cos 2!^ = i V/ 3 4- v/ 5 - 7 n/ 5 ~ v^ 5 , 

20 20 4 4 



sin2!I — cos — = 7 v/3 + i/5 -t- 7 ^5 — ^5, 

20 20 4 4 



et 



sin 



sm 



20 20 4 4 



2J!I = cos — = 7 v/5 -H v/5 + y V/S^^S; 



20 20 4 4 

enfin on a 

sm — = cos — = - — 
20 20 2 
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Donc on a, en résumé. 



sin— =cos^ = j\/3-hJ5—y^ 5 — v^5, 

20 20 4 ^4 ^ 

. 27r Stt I / ^. 

sm — = ces — =zj[ — i^ J5) 
20 20 4 



sm 



20 20 4 4 

.4^ 6ir I / ^ — ;= 

sm-î— =zcos — = 7- VIO — 2i/5, 
20 20 4 

. Stt 5n I ^ 

sm = COS z=: - 4/2 , 

20 20 2 ^ 

sm — - 2= ces -î— r= 7 (iH- v^5), 

20 20 4 
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- = CCS 

) 

Sxr 27r 



sin^ = CCS — = 1 v/5-^i/5 -i- 7 V^3 — 4/5, 

20 20 4 4 



2 7r ï / ;= 

sm -=:cos — = 7 VIO -^- 2 i/o, 

20 20 4 



sin ^ = ces — = i v^3 -h i/5 -f- T ^5 — i/5 . 

20 20 4 4 



A Taide de ces formules, on peut calculer les sinus et les 
-cosinus des multiples de Tare — avec une approximation aussi 
grande que Ton veut. 

38. Il est tout aussi aisé de former la Table des sinus et des 
-cosinus des multiples de Tare ^- Neuf de ces arcs sont les 

multiples de — et, par suite, leurs sinus et leurs cosinus con- 
stituent la Table que nous venons d*écrîre ^ on trouve encore 
parmi les multiples de ^ les arcs ^ et — ainsi que leurs com- 
pléments \ nous avons obtenu au n^ 34 les sinus et les cosinus 
de ces arcs. Les seize autres multiples de ^ comprennent 

huit multiples de — > savoir : 

TT 2ir 4*^ 7*" 
3o 3o 3o 3o 
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et leurs compléments, puis enfin les arcs 

TT ^TT IITT l37r 

60 60 60 60 

et leurs compléments. On peut obtenir immédiatement les 
sinus et les cosinus de tous ces arcs, au moyen de la Table 
construite précédemment, en appliquant le procédé que nous 

avons déjà employé à l'égard de Tare —='^ il suflSt effective- 
ment pour cela de faire usage des formules identiques 



3Ô"~ 3 ~" 20' 


TT 77r TT 

6^ "" ^ ""3' 


27r Stt ir 
3^~^~3' 


77r pir ff 
60 20 3' 


4«' V 4^ 

3o 3 20 ' 


Ilir n 3n 

60 3 20 ' 


77r ir 2ir 


l37r IITT TT 


3Ô"" 3 ~2Ô* 


60 20 3' 


on trouve ainsi 





8m|J=co»i^ = iv/.o + 2^_^V^(-, + ^5), 
»^ 3? = "*'!?= 5 ^(' + ^^^ - g ^'o-^s/^' 

"° 3^ =<:os U =g\/io + 2v'5 +gv'3(-i + v'5j, 

= C08 -^ =rr^3VlO-H2v/5+ 1(— I.+-y/5), 



. l3»r 

3o """ 3o 

sin 



^^ — '^^ i =gV'io-2v'5+gv^3(i + v/5), 
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sm ^î- =^ COS -/^ 
OQ DO 



;i(v^-M)v/3-v'5-g(v'3-: 



sia 



i^=«>s^ = I(v^+Ov^^^-i{v^- 



sm 



60 

I iTT 
65" 



=cosi|-!:=i(^4-.)v/r:75 + i(,^-. 



60 ~ 8 



SID- 



4^ = -«^=5(^3 + 0N/^^5-i(v/3-. 



60 



60 ~ 8 






60 



-l' = -È=HW3-H.)>/^^"^+i(V3- 



)v^^ 


-V^5. 


)\/3 + ,/5. 


)>/5 + ^, 


)\^ 


-s/5. 


)v/3 + v/5. 


)v/3- 


-^. 


)v/5- 


-v^. 



Ov'a-^/s 



39. D'après la di^finition du n° 5j le sinus d^un arc compris 
entre o et ir est égal à la moitié de la corde qui sous-tend un 

arc double. En particulier, le sinus de Tare - est la moitié du 

côté du polygone régulier de n côtés inscrit dans le cercle dont 
le rayon est Tunité* Il s'ensuit (n°' 33 et suiv*} qne les c6tés 
du carré j de The^agone régulier, du triangle équilatéral, du 
décagone régulier et du pentagone régulier inscrits, ont res- 
pectivement pour valeurs 

pareillement les côtés des polygones réguliers inscrits de i5 et 
de 3o côtés ont pour valeurs 







GHAPJTDE PBOtEB. 4? 

On retrouve ainsi les propositions couTiiies de la Géométrie 

relatives au carré et à T hexagone r€*gulier. Si le rayon du 
cerdc est représenté par R et que Ton désigne par D et P 
les côtés du décagone et du pentagone réguliers inscrits^ les 
formules ' 

D _ — i-h^ P y/ro — 2^5 



donneront 



D^-hR^^F, /^D-h^y, 



R> 



La première de ces formules exprime que le carré du 
côté du pentagone régulier inscril dans un cercle est égal 
au carré du coté du décagone régulier inscrit augmenté du 
carré du rayon. 

La seconde formule montre que, pour obtenir le côté du 

décagone régulier inscrit dans un cercle, il suffit de construire 

un triangle rectangle dans lequel les cotés de l'angle droit 

soient égaux, l'un au rajon du cercle^ l'autre à la moitié de 

ce ra^aUj et de prendre ensuite tejccès de V hypoténuse de ce 

triangle rectangle sur le plus petit côté. La même formule 

peut s'écrire 

R _ D 



et elle exprime alors que D est la moyenne proportionnelle 
entre R et R — D, c'est-à-dire que le côté du décagone régu- 
lier inscrit dans un cercle est égal à la pliu grande partie du 
rayon divisé en moyenne et extrême raison. 

Les formules établies aux n*'* 33 et suivants conduisent ainsi 
naturellement aux constructions que Ton emploie en Géomé- 
trie pour inscrire dans un cercle un liexagone régnlier et un 
décagone régulier; T inscription du triangle équi latéral et du 
I pentagone régulier s'ensuit évidemment. Quant à celle des 
I polygones réguliers de i 5 et de 3 o côtés, elle peut s'en déduire 
[aussi très-aisément^ Tare sous-tendu par le côté du polygone 
[régulier inscrit de i5 côtés est elfectivemenl égal à la diflë- 
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rence des arcs sous-tendus par les côtés de Thexagone régulier 
et du décagone régulier, ainsi que nous en avons déjà fait la 
remarque. 

Remarque sur les relations entre dwerses lignes 
trigonométriques . 

40. Les formules relatives à Tadditîon des arcs et toutes 
celles que nous en avons déduites ont lieu quels que soient 
les arcs que Ton considère : ce sont, en conséquence, de véri- 
tables identités. En outre, ces formules permettent de faire 
subir diverses transformations aux expressions qui dépendent 
de plusieurs lignes trigonométriques, et de là résulte la pos- 
sibilité de former autant de relations identiques que l'on 
voudra. 

Par exemple, nous avons trouvé au n" 35 

TT 27r I 

ces - — cos -— = - 5 

5 t) 2 

ou 

I -t- 2 sin — = 2 sm — î 

lO lO 

et, en multipliant par cos a, il vient 

cosa 4- 2 sin — cos^z = 2 sm — cos a, 
10 10 

formule identique qu'on peut écrire comme il suit : 

i sin ( a] -f- sin ( — a] -t- sin ( h a\ 

j :=sin(^~aj+sin(^ + ^). 

Considérons en deuxième lieu l'expression 

. , .abc 

sma H- sinfi» 4- smc — 4 cos- cos- cos-j 

222 

dans laquelle a, i, c désignent des arcs quelconques. Le dernier 
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terme est égal à 

— 2C0S - C 



b — C b -hc\ 

COS h COS 9 



ou a 

a-hb — c a — b ->r c 



. COS COS - 



— a-^-b'\-c a-\'b-\-c 
— COS COS — ■ ; 



r expression proposée peut s'écrire, en conséquence, de la ma- 
nière suivante : 

/. . b '\- c — a — 7r\ /. , . a-^c — b — ft\ 

s ■ 



sina -i- sin j 4- ( sine -+- sin 

/ . , a-\-b — c — ttX 
-f- sm c H- sm -h sm 



a -\- b -\~ c -^ Tz 



transformant ensuite en produits les sonmies contenues 

dans chaque parenthèse, et remplaçant le dernier terme par 

. a-^-b-^c — TT a -\- b -^ c — tt , . ^ 

2 sm -, COS 7 î on obtient cette tor- 

4 4 

mule 

; . ... .abc 

sma -h sinè -f- smc — Acos -cos-cos - 

l 2 2 2 

, . ] . a-\-b-\'C — TT / 3^ — h — c-f-TT Zb — c — «-f-7r 
(2)/ =:28m 7 COS 7 hCOS -, 

4 \ 4 4 

3c — a — é-f-TT a-\-b-\-c — ;r\ 

-i-COS > hCOS -, h 

4 4 / 



qui a lieu identiquement, quels que soient les arcs û , i, c. On 
voit que si ces arcs satisfont à la relation 

ians laquelle n désigne un nombre entier positif, nul ou né- 
gatif, on a 

.abc 
( 3 ) sina -f- smè -t- smc — Acos - cos - cos - = o. 

41. Pour reconnaître si une équation algébrique donnée 
Trig, s, 4 
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entre diverses lignes trigono me triques est idenlique, le moyen 
le plus général consiste à préparer cette relation de manière 
que l'un des arcs indéterminés qu*ellc renferme n'y ligure que 
dans les puissances d'une même li^e Irlgonométrique. Si Ton 
ordonne ensuite par rapport à la ligne trigooomé trique dont il 
s'agît, les coefficients des diverses puissances de cette ligne 
devront être uuls^ et, en les égalant à ïéro, on obtiendra plu- 
sieurs relations qui seront identiques et qui contiendront une 
indéterminée de moins que la proposée. On pourra opérer de 
la même manière sur ces dernières relations, et, en continu an l 
ainsi, on obtiendra des relations dont l' identité sera évidente 
si la proposée est elle-même identique; mais dans la plupart 
des cas on arrive facilement à mettre en évidence Tidentité des 
formules qu'on a occasion de considérer, en faisant convena- 
blement usage des formules fondamentales que nous avons 
établies. Ainsi Ton vérifie immédiatement ridenlilé de la for- 
mule (a) en transformant en sommes les produits contenus 
dans chacun des deux membres. Quant a la formule (i), on la 
vérifie tout de suite en développant cliacun des sinus quelle 
renferme* 

42, Si une équation entre diverses lignes trigon orné triques 
n^est pas identique, mais qu elle soit satisfaite en établissant un 
certain nombre de relations entre les arcs qui y figurent, on 
pourra éliminer uu même nombre d'arcs, et Ton obtiendra une 
équation résultante qui devra être identique. Par exemple, la 
relation (3) n est pas identique, mais elle est satisfaite si les 
arcs Hy £, c sont assujettis à la relation 

(4) a-^b-^-e^l^ft -\- i 7^^ 

où n désigne un nombre entier* Pour vérifier ce fait, il suffira 
de remplacer c par (4/iH-i)7f — a~b et de constater Tiden- 
tité de la relation résultante 

. , . * / , ^ r ^ h , a A- h 
mua -+- sin fr -h sm( a-i- b) — Acos - cos - sin — ;= o : 

r identité devient manifeste en écrivant cette relation comme 



CHAPITRE PREMIER. 

i] «uit : 



, a -^ h I a — h a --h a h\ 

7. Sin COS h COS 2C0S - cos - = o. 

2 \ 2 1 11] 

On voit que la relation (3) est une conséquence de la rela- 
tion (4), maïs elle est beaucoup plus générale que celle-ci; car, 
d'après la formule (2), elle est vérifiée, non-seulement par les 
valeurs de a, fc, c qui satisfont à Téquation (4), mais encore 
par celles qui satisfont à la relation 

Za — h — cH-TT 3/-> — c — <2-t-7r 

ces , h cos 

4 4 

3c — a — 6 -f- TT a -^ h -\~ c — tt 
-f- cos H- cos = o. 

4 4 

Ce n*est que dans des cas fort rares qu'une équation algé- 
brique entre des lignes Irigonomé triques de plusieurs arcs 
peut être remplacée par une ou plusieurs relations algébriques 
entre les arcs eux-mêmes. En terminant ce Chapitre, nous 
donnerons un exemple dans lequel cette circonstance se pré- 
sente. 

Considérons la relation 

, , . a . h , c 

cosa -h cosc> 4- cosc = î -h 4 sin - sm - sm - ; 

2 2 2 ' 

.,, , , a -\- h a — h 
SI Ion remplace cosa-f-cos6 par 2 cos cos — ou 

2 cos' - cos' 2 sm^ - sin' - ^ et cos c par 1 — 2 sin' - » la re- 

22 22 ^ 2 

lation proposée devient 

. c . a . b\^ ^a ^ b 

sin — h sm - sin - — cos* - cos* - = o, 
2 11 11 



l . c a — b\ ( . c 

I sm — h cos sm ( 

\ 2 2 / V 2 



ou 

a — b\ f . c a -^ b\ 

cos ) = o. 



OU enfin 

. a -r- b -h c — n . — a -h b -\- c -h- it 

sm y sm ; 

4 4 

, a — b -^ C'\- n . a -\- b — c4-7r 
X sm . sm -z = o, 



4. 
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et, pour que cette relation ait lieu, il faut et il suffit que run 
quelconque des quatre arcs 



ô + c — - 



7j -h c -!- 



ff -\- è ~ c -h K 



soît ëgal a un multiple «ït de la deim-circonrérence. La rela- 
tion proposée équivaut donc au système des quatre relations 









QUESTIONS PROPOSEES. 

L Si Ton représente par S^ la somme des langentes de m arcs a, b, 
Cy...^ /% par Bj la somme des produits deux k deux de ces mêmes tan- 
gentes, par % la somme de leurs produits trois à trois, etc., enfin par S,^ 
le produit de toutes les tangentes, on a b formule génêmle 



tang(^jf -H /j -h c "f- - 



^l^)^ 



S,^B,-.. 



t-^S,-HS^- 



on demande d'établir cette formulât d'eu conclure Tesipresaiende langma 
en fonction de tango. 

U. Les mêmes choses étant posées que dans la question précédente, 
on a 

gin (a-hi-^c-h.,.-HX) = (S^— S^"hSj — ...)cos«,cos^..*cos^, 

on prôpoëe d'établir ces formules et d'en conclure les expressions de 
Bin ma et de cos//7ia en fonction de sînfï et de cos^. 



in> Former P équation dont dépend cos ^ quand cos^ est donné et celle 

dont dépend sin^ quand mna est donné. Résoudre ces deux équations 

dans les cas où « a Tiino des valeurs o, tt. -^ ^^ x» —^ et trouver 

'a 3 6 i'2 

dans chacun de ces cas la signiflcalion des racines. 

ÏVi la circonférence d'un cercle étant partagée en « parties égales t si 
des points de division on abaisse des perpendiculaires sur un diamètre 
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quelconque, la somme des perpendiculaires situées d'un côlé du diamètre 
sera égale à !a somme des perpendiculaires situées de l'autre côté. 

/. Calculer les côtés des polygones réguliers de 3, 6, 5, lo, i5, ao, 
3o côtés circonscrits au cercle dont le rayon est égal à l'unité. 

VI. Trouver la relation algébrique entre les arcs «r, b, c susceptibles 
de satisfaire à l'une des deux relations 

t C f. r ^ I > tangfl -H tangè -h tangc = tanga tang^ tangr, 

COS'û -H COS'^ -H COS'C 4- aCOSA COS^ COSC = I. 
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CHAPITRE IL 

DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES. 



Propositions préliminaires, 

43. Pour faire usage des fonctions circulaires, il faut qu'on 
puisse calculer les valeurs des lignes irigonométriques d'un 
arc quelconque donné, et réciproquement trouver la valeur 
d*un arc quand on connaît Tune de ses lignes trigonométri- 
ques. Pour arriver à ce but, il est indispensable d'avoir une 
Table qui fasse connaître les valeurs des lignes trigonomé tri- 
ques correspondant à des valeurs successives de Tare com- 
prises entre o et -5 et dont l'intervalle soit suflSsamment 

petit. Nous allons indiquer par quels procédés on peut con- 
struire une pareille Table -, on verra ensuite comment, par le 
moyen de cette Table, on peut trouver les lignes trigonomé- 
triques d'un arc quelconque donné, et réciproquement trouver 
le plus petit arc positif correspondant à une ligne trigonomé- 
trique donnée. Mais nous devons d'abord établir quelques 
propositions préliminaires indispensables pour l'objet que 
nous avons en vue. 



44. Théorème I. — Tout arc compris entre o et- est plus 
grand que son sinus et moindre que sa tangente, 

I 




Soient [fig» 7) AM = .r un are compris entre o et - » MP le 
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sînus et AT la tangente de cet arc. Prolongeons MP jusqu'à 
sa rencontre en N avec la circonférence, et menons la tan- 
gente TI 5 on aura 

arcMAN > IVIN et arc AMI < AT -h TI. 

Or Tare x est la moitié de MAN ou de AMI, sin j: est la moitié 

de MN, et tang:K: est égale à chacune des lignes AT et TI -, on 

a donc 

X > sinor et x <^ tangx. 

Corollaire. — Si Varc x décroit de- ào^ le rapport 

s'approche indéfiniment de l'unité. 

En effet, à cause de tanfi^o: := > on peut écrire 

sina: 

sma:<rar<r > 

COSX 

ou, en divisant par sin j:, 

i<-^ — < 

smo: cosj: 



Il suit de là que le rapport -r^— est compris entre Tunité et 

la fra< 
donc 



la fraction dont la limite est Tunité pour j: = o : on a 

cosar * 



X ,. sinx 

lim -: — = 1 ou hm = i . 

smo: X 

45. Théorème II. — L'excès d'un arc compris entre o et 

- sur son sinus est moindre que le quart et même que le 

sixième du cube de l'arc. 

Pour démontrer que la différence dont il s'agit est infé- 
rieure au quart du cube de Tare, il suflSt de considérer Tiné- 

X ^ X 

tang->- 
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établie au n° 44 ] en la multipliant par 2 cos" - = 2(1 — sin" - j > 

on obtient 

sinor > X — X sin' — ou jr — sinar <^ x sin' - ; 
2 2 

mais sin - est inférieur à - et, par conséquent, sin" - est infé- 

X* 

rieur à y- j on a donc, à plus forte raison, . 

X — sinx<C-r* 
4 

46. Pour démontrer que la différence x — sinj: est infé- 

y X* 

rieure à -^j on peut employer divers procédés 5 le plus simple 
consiste à prendre pour point de départ la formule 
sin 3^ = 3 sinar — 4*^'^**^» 

établie au n® 22^ en y remplaçant x successivement par ^, 

âT'* ••' ïï7i' ^^ obtient 

osin - — sinar = 4sm'^» 

3sin ~ — sin - = 4sin' ô-, ' 



3sin J-sin^ = 4sia»^; 

en ajoutant ces égalités, après les avoir multipliées respecti- 
vement par 1,3,3*,..., 3"""*, il vient 

3«sin 1 — ânx = 4 fsin*^ -h Bsin»^ -H . . . •+ 3— sin* ^, j 

ou 

3" l X X x\ 

X. -T— r-"~ 8inx = 4 (^"^'â -*• 3sin« 55 -h. . . -t- 3»-* sin» r; 1 • 

(3=) 
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Si le nombre entîer n augmente indéfiniment, Tare ^ tend 
. j? 
vers zéro et le rapport — — r- tend vers l'unité 5 le premier 

membre de l'égalité précédente a donc pour limite la diflfé- 
rence x — sin:r, et par conséquent le deuxième membre tend 
lui-même vers cette limite. Mais, comme le sinus est inférieur 
à Tare, la limite du deuxième membre de notre égalité est in- 
férieure à celle vers laquelle converge la progression géomé- 
trique 

. ( s^ a^ a^ x' \ 

cette dernière limite est égale à -ttj et Ton a, en conséquence^^ 

X — sina?<r-r- y^ 

o 

47. Les théorèmes qui précèdent fournissent ainsi deux li- 

X* 
mites, savoir x ^\ x — —5 entre lesquelles est compris sino:. 

On peut en déduire facilement deux limites entre lesquelles 
se trouve compris cosj:^ on a, en effet, 

X 

COSar nr i — 2Sm* -5 
2 

X X X x^ 

et, comme sin - est compris entre - et -?^ j on a d'abord 



X 

cosar> I > 

2 



puis 



cosa:<r-2(^-~pj ou < , - - 4- ^ - 2 (^p j , 
et, à plus forte raison. 



X^ X* 



coso: < I , , 

2 24 

... . X* x^ , X* 

Ainsi cosj: est compris entre i eti 1 — y 
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Circonférence. 



48. Jusqu'Ici nous avons exprimé les arcs par leurs rap- 
ports au rayon 5 mais, dans les applications de la thcorie des 
fonctions circulaires, il est beaucoup plus commode de les 
rapporter à la cîrconfcrence. A cet eiïbt, on est convenu de 
partager la circonférence entière du cercle en 3fio parties 
égales, auxquelles on a donné le nom de degrés, 01 sorte que la 
demi-cîrconférencé renferme 1 80 degrés, et le quadrant 90 de- 
grés. Chaque degré se subdivise en 60 minutes^ et chaque mi- 
nute en 60 secondes. Les degrés, minutes et secondes se re- 
présentent par °, ', ''; les arcs moindres que i^ s*évalucnt en 
fraction décimale de la seconde. Ainsi un arc contenant a3 de- 
grés 2 y minutes 3i secondes et 8 dixièmes de seconde sera 
représenté par 

Si Ton désigne par a: la longueur d'un arc, parN le nombre 
des degrés contenus dans cet arc, on a régalité 



qui fera connaître l'un des nombres a: ou N quand lautre sera 
connu. La seconde étant prise pour unité, si Ton demande le 
nombre x^ des secondes contenues dans Tare x, on se servira 
de la formule 

') ~ — âF^ ' 

ÎT 040000 

Veul*on, par exemple, avoir le nombre des secondes conte^ 
nues dans Tai c égal à i , on aura 

f 6480ÛO 

la valeur de tt est 

TT = 3^14159265358979323846, , . , 

et, en poussant le calcul jusqu'aux millièmes de seconde, on 

trouve 

^r' = 2o6264^8o6 = 57^1 7' 44^806, 
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Construction d'une Table de sinus et de cosinus. 

49. Pour avoir les lignes trigonométrîques d'un arc quel- 
conque, il suflSt de connaître celles des arcs compris entre o et 
90 degrés. On peut même se borner aux arcs compris entre o 
et 45 degrés, car deux arcs complémentaires, tels que 45° -l-a: 
et 45*^ — a:, ont les mêmes lignes trigonométriques. En outre, 
si les sinus et les cosinus sont connus pour tous les arcs com- 
pris entre o et 45 degrés, les quatre autres lignes trigonomé- 
triques pourront être déterminées au moyen de relations que 
nous avons établies au n** H . 

Cela posé, nous allons montrer comment on peut construire 
une Table des sinus et des cosinus de tous les arcs de 10 en 
10 secondes, depuis o jusqu'à 45 degrés. 

Sinus ET COSINUS DE l'arC DE IO SECONDES. DésigUOnS 

par € la longueur de Tare de 10 secondes 5 on aura (n° 48) 

* TOrr TT 

648000 64800 
et Ton trouve, en effectuant la division, 

c = 0,000048481 3 681 10. . .. 

On a ensuite (n*^ 45) 

cl 

sin««<« et sîn6> 



d'ailleurs 
on a donc 



6' 



^ <; o ,00000 00000 00021 ; 
o 



sin 10" < 0,0000484813 68110, 
sin I o" > o , 00004 848 1 3 68089. 

Ces deux limites de sîn i o" ont les douze premières décimales 
communes, et Ton voit qu'on a, à moins d'une demi-unité du 
treizième ordre décimal, 

sin 10" = o ,00004 8481 3 681 . 



6o TRAITÉ DE TRIGONOMÉTRIE. 

Calculons maintenant cos lo"^ on a (47) 



cose "> I et cose <! î H — 7 ; 

1 2 24 



comme e est<r o,ooood ou <^ -» on a 



■<.^^.< 



24^384.io'«^3.io"' 

d'où il suit que i est une valeur de cos s approchée à moins 

d'une demi-unité du dix-huitième ordre décimal. En se bor« 
nant aux treize premières décimales, on trouve 

cos 10" = 0,99999 99988 248. 

50. Sinus et cosinus des arcs de 10 en 10 secondes, de- 
puis o jusqu'à 45 degrés. — Si, dans les formules 

sin(a -\-h)-\- sin(« — ^) = 2C0S^sîna, 
cos [^a -\-h) H-cos(« — ^; = 2Cos^cosa, 

on pose a=^ [m — ^)î>^î\ vient 

Iûnmb =r 2 cos 6 sin(m — \]b — sin(m — 2)^, 
cos/wô =r 2Cosftcos(/n — i) b — cos (m — 7.)b, 

En prenant i = io" et en faisant m = 2, ces formules 
donneront les valeurs de sîn2o"et de cos 20''. Et générale- 
ment, quand on connaîtra les sinus et les cosinus de deux * 
multiples consécutifs de l'arc b = 10", les formules (i) feront 
connaître le sinus et le cosinus du multiple suivant. Mais on 
peut abréger les calculs en opérant comme il suit : le multi- 
plicateur constant 2 cos 10'' diiïère peu de deux unités; en 
posant 

2 cos I o'^ =r 2 — /•, 

on a 

X = 0,00000 00023 5o4« 
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elles formules (i) deviennent 

Î[8in m^— 8iii(m — i)^] = [sin (m — i)* — sin (w — 2")^] — Asîn(m — i)*, 
[cosm^ — cos(m — 1)^] = [cos(m — 1) ^ — cos(w — 2)6] — Acos(m — i)^. 

Ces formules ( 2 ) serviront à calculer les différences 



(3) . 


\ sin mb — sin (m — 


0^'. 


j cos mb — cos(w — 


1)6, 


au moyen 


des différences précédentes, 




(4) . 


siti(/w -- i)b — sin(m 
cos (m — 1 jb — cos(m 


-2)6, 



qu'on a préalablement calculées, ainsi que sin (m — 1) b et 
cos (m — i)b. Ajoutant ensuite respectivement aux diffé- 
rences (3) les valeurs connues de sin (m — i ) i et de cos (m — i ) i, 
on aura sin mi et cos mb. 

Les différences (3) se déduisent facilement des différences 
calculées (4)^ il suffit, en effet, pour cela, de retrancher res- 
pectivement de celles-ci les produits ksm[m — i) b et 
A cos (m — i)b dont Tun des facteurs est constant, et ces 
produits se calculeront assez rapidement, si Ton a eu soin de 
former une Table des produits de /r par les neuf premiers 
nombres. 

51. Quelque pénibles que soient les calculs dont nous ve- 
nons d'indiquer la marche, on conçoit maintenant la possibi- 
lité de former la Table des sinus et des cosinus de tous les arcs 
de 10 en 10 secondes depuis o jusqu'à 4^ degrés. Il y a lieu, 
toutefois, de rechercher quelle sera sur les divers sinus et co- 
sinus calculés Tinfluence des erreurs qui ne peuvent manquer 
de s'accumuler dans le courant des opérations. Nous sommes 
partis des valeurs de sin 10" et de cos 1 o" calculées à une demi- 
unité près du treizième ordre décimal -, nous supposerons que 
dans tous les calculs subséquents on conserve un nombre ^x 
de décimales 5 on verra quelle valeur il faut donner à [x pour 
obtenir l'approximation que l'on désire. Nous désignerons 
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généralement par «,„ la valeur approchée de sinm.io"ou de 
cosm.io'' calculée comme on va l'expliquer avec [i décimales, 
et par a,„ + £«, '* valeur exacte^ au moyen de cette notation, on 
peut écrire comme il suit Tune quelconque des équations (i), 

«m -t- «m = ( 2 — / ) ( (Xm-x 4- e„_,) — {am-7 + 60,-2) • 

Les valeurs a,„_i et «„,_2 ayant été calculées avec /ut décimales, 
on calculera le produit (2 — k) «,„_i aussi avec ^x décimales et 
Ton retranchera a,„«i de ce produit approché 5 la différence 
sera «,„. On a donc 

«/n ^== ( 2 — li) Um-i — Otm-7 — ^9 

en désignant par ^,„ Terreur positive ou négative que Ton com- 
met en substituant à (2 — A^) «««i la valeur approchée de ce 

produit à — près. Des deux équations précédentes on déduit 

e„, = (2 — Â)sm_^ — Sfl,_2 H- Çi,; 

mais la quantité /rÊ„,_i est très-petite par rapport à 2£^_i el 
Ton peut la fondre dans ^,„ sans que la limite supérieure de 
cette dernière quantité soit altérée d'une manière sensible^ 
ainsi nous pouvons écrire simplement 

ou 

Faisant successivement m z= 2, 3, . . . , m, et remarquant que 
60 est nul, puisque aucune erreur n'est commise sur sino et 
sur coso, il vient 

(«2— S|) = «1 +Ç2, 

(g, — S3- = (e, — e,)-f-Ç3, 
(64 —63) = (63 — 6,) -4-Ç„ 



Ajoutant toutes ces égalités, il vient 

e,„ — e«_, = 6i + Ça -h Ça -f- . . . -f- Ç;„; 
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chacune des quantités ^j, ^3,. . . est moindre en valeur abso- 
lue que — ^y et il en est de même de leur moyenne arithmé- 
tique ] en désignant par 6« cette moyenne arithmétique, l'équa- 
tion précédente devient 

««, — e„_, = «,+•( /w— i)e„; 

si Ton donne à m les valeurs successives îi, 3, . . . , m, il vient 

e, — Ê, = s, -f- ô„ 

64 — 63—6,4-304, 



«« — e««, = 6, -h (m — i)ô«, 
et, en ajoutant, 

Or la valeur absolue de e* est <* 9 et la valeur absolue de 

^ 2 io'=* 

chacune des quantités 6j, ôsv • • ^^t moindre que — j;^; d*ail- 

leurs la somme i-j- 2 -f- 3 4- . . . -r- {m — 1) est égale à ] 

donc on a, en faisant abstraction du signe de e„, 

m m{m — i) 



e/n< 



2. 10'* 2.10'* 



Cherchons, d'après cela, quelle peut être Terreur commise 
sur le sinus et le cosinus de Tare de 45 degrés dont le calcul 
termine la série des opérations. L'arc de 4^ degrés contenant 
16200 fois Tare de 10 secondes, faisons m = 16200 : l'inégalité 
précédente devient 

16200 16200 X 16199 

et Ton aura, à plus forte raison, 



H 
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Si Ton prend ^jt^^ 17, la seconde iracticiu devient égale à ~^i 
et Ion a 

•i*3inj< — r ou <Z,y—A 

10» 4 ^^ 

ainsi l'erreur commise sur sin45'' ou sur cos 45^ sera moindre 
que le quart d'une unité du liuitièuie ordre dëciaial. 

U résulte de ces développements quen partant des valeurs 
de sinio^ et de cos 10'^ obtenues à une demi- unité près du 
treizième ordre décimal, et en calculant avec 17 décimales les 
sinus et les cosinus des ares suivants, on pourra certainement 
compter sur 8 décimales exactes jusqu'à l'entière terminaison 
de la Table. 

S2. Mais quand il s'a^t d^exécuter tant de calculs^ il est in- 
dispensable de soumettre les résultats obtenus à des vérifica- 
tions fréquentes* Aussi, avant de commencer les opérations, 
doit-ou calculer directement les sinus et les cosinus d'un cer- 
tain nombre d'ares, afin d'avoir plus tard des termes de com- 
pai^aisou en nombre suQisant^ par exemple, nous avons donnt* 
(n'^* 37 et 38) les expressions des sinus et des cosinus des 

multiples de tt-j c*est-à-dire des arc'ï de 3 en 3 degrés 5 il sera 

convenable de calculer ces sinus et ces cosinus avec un nombre 
suffisant de décimales; si riutervalle de 3 degrés parait trop 
considérable, ou pourra le réduire à la moitié ou au quart, en 
se servant des formules 






et de celles qui sont relatives à Taddition et à la multiplication 
des arcs \ on pourra ainsi tr*'is-aisément construire une Table 
préliminaire très-exacte contenant les sinus et les cosinus des 
multiples de /j5 minutes ou ujoo secondes. Cette première 
Table n*aura pai seulement Tavantage de fournir des moyens 
de vérili cation, mais elle permettra aussi d'obtenir une plus 
grande exactitude dans les calculs relatifs à la Table délini- 
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tîve, parce que de 2700 en 2700 secondes les sînus et les cosinus 
pourront être connus avec toute la précision que Ton voudra. 
Enfin, lorsque la Table entière est construite, on peut en- 
core la vérifier d'autant de manières que Ton voudra au moyen 
de la formule identique 

sm(9o*» — or) -h sin(i8'* — x) -\- sin(i8'' -h jc) 
= sin(54" — x) -h sin(54** -+- J^), 

établie au n° 40, et au moyen d'autres formules du même 
genre. 

Bien qu'on puisse construire la Table entière par le procédé 
du n° SO, on doit s'arrêter dès que Ton est arrivé à l'arc de 
3o degrés. Effectivement, lorsqu'on aura calculé les sinus et 
les cosinus des arcs de 10 en 10 secondes, depuis zéro jusqu'à 
3o degrés, on pourra obtenir les sinus et les cosinus des arcs 
compris entre 3o et 45 degrés, par la simple soustraction. 

En effet, en se rappelant que sin 3o° = > on a (n° 18) 

sin(3o° -¥-x) -h sm(3o° — or) z= cos:r, 
COs(3o** — x) — cos(3o® -\-a:)=z sin^r, 

d'où l'on tire 

sin(3o" -h a:)=z cosj: — sin(3o" — x), 
cos(3o** -h j?) r=:cos(3o° — jr] — sinj?; 

ces formules permettent d'obtenir, par un calcul facile, les si- 
nus et les cosinus des arcs au-dessus de 3o degrés, lorsque Ton 
connaît les sinus et les cosinus des arcs au-dessous de 3o de- 
grés, et leur emploi diminue notablement le travail de la con- 
struction de la Table. 

Le procédé que nous avons exposé est celui qu'ont employé 
les savants à qui l'on doit la première construction des Tables 
de sinus et de cosinus. L'analyse a fourni depuis des méthodes 
beaucoup plus expéditives pour remplir cet objet-, ces mé- 
thodes consistent dans l'emploi des différences, et elles re- 

Trig. s. 5 
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posent sur les formiiles qui expriment le sinus et le cosinus en 
fonction de Tare, Nous établirons ces formules dans le Cha- 
pitre V. /- ja - >i>/; 

Tables des logarithmes des fonctions circulaires^ 

53, Dans les ap pi! calions numériques, on opère toujours 
par logarithmes : aussi a-t-on bien plutôt besoin de comiaitre 
les logaritlimes des sinus, des cosinuSj etc., que ces lignes tri- 
gonométriques elles-mêmes. Or les sinus et les cosinus des ares 
de 10 en lo secondes ayant été calcules, on pourra former la 
Table de leurs logarithmes* Cette Table une fois construite, 
on formera celle des logarithmes des tangentes et des cotan- 
gentes au moyen des formules 



log tangoT ^ log sln,T — log cosa:, 

log QQÏX ^ log COSJ: — log sin:iî. 



I 



Quant aux sécantes et aux cosécantes, elles ne sont point 
employées; d'ailleurs leurs logarithmes sont égaux et de signes 
contraires aux logarithmes des cosinus et des sinus (*), 

Les Tables de logarithmes des sinus ^ cosinus, etc. les plus 
usitées sont celles de Callet; nous allons en indiquer la dis- 
position et l'usage, mais nous avons auparavant une remarque 
importante a faire. 

Les sinus et les cosinus des arcs de zéro à go degrés, les tan- 
gentes des arcs de zéro à 4^ degrés, et les colangentes des arcs 
de 4^ à 90 degrés sont inférieurs à i, en sorte que leurs lo- 
garithmes sont négatifs. On a voulu éviter, dans les Tables de 
Callet, remploi des caractéristiques négatives, qui est pour- 
tant préférable, et Ton a ajouté 10 à tous les logarithmes né- 
gatifs^ il faut donc toujours avoir soin de supprimer ces 
10 unités. 



(^) On trouvera dan» le Chapitre T tes formules aa moyen dc^^qndtes 00 pEot 
calculer directement^, et âvoc rappro^iimûtîon qu'on désia^^ lus lofîariihiiiBB de« 
fimu8| des cïi&inuSj des tang^ntcss et des cotangenteâ de tous ^«â urca. 
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Disposition des Tables de Callet. 

54. La première de ces Tables contient les logarîilimes des 
sinus et Jcs tangentes de seconde en seconde ponr les cinq 
premiers Jugres avec sept décimales^ mais le sînus on la tan- 
gente d^un arc étant le cosinus ou la co tangente de son com* 
plément, cette Table donne aussi les logarithmes des cosinus 
et des cotaiigenles des arcs au-dessus de 85 degrés. 

Les degrés sont marqués hors du cadre en haut et en bas de 
cliaqne page^ les minutes occupent la première et la dernière 
ligne, les secondes la première et la dernière colonne. Chaque 
page à gauche ne contient que des sinus et des cosinus, et 
chaque page à droite que des tangentes et des co tangentes s ainsi 
qu*on le voit par les titres de ces pages. 

Les Tables suivantes contiennent les logarithmes des sinus, 
cosinus, tangentes el cotangentes de lo en lo secondes pour 
tons les degrés du quart de cercle. On y remarque les degrés 
écrits hors du cadre en haut et en bas de chaque page. Les 
minutes et secondes qn*on y voit à la première et à la seconde 
colonne se rapportcjit aux degrés qui sont écrits eu haut; les 
minutes et secondes qu*on y trouvera la dernière et à Favant- 
dertuère colonne se rapportent aux degrés qui sont marqués 
an bas de la page. 

La troisième colonne contient les logarithmes des sinus des 
arcs dont les degrés sont indiqués au haut de la page, et dont 
les minutes et les secondes sont marquées dans la première 
et dans la seconde colonne. La troisième colonne est intitulée 
sinus ^ mais il faut lire logaritJimes des sinus. Il en est de même 
des autres, La quatrième colonne contient les dillercnces des 
logarithmes des siims, ainsi que son titre l' annonce^ chaque 
nombre de cette colonne n'est pas dans l'alignement de ceux 
de la colonne prccédcnte : ils se trouvent tons descendus 
d'une demi-ligue, et chacun d'eux exprime la dilïérence qu'on 
aurait si Ton soustrayait Tun de Tantre les deux logarithmes 
entre lesquels il se trouve. Les colonnes cinquième et sixième 
contiennent les logarithmes des cosinus d(K mêmes arcs et 

5. 



68 TBAITÉ DE TBIGONOMÉTRÎE 

leurs di 11 ère ne es 5 les colonnes septième et huitième contien- 
nent les logarithmes des tangentes et leurs dilFéreuces^ enfin 
la neuvième colonne contieut les logarithmes des cotangcntes 
des mêmes arcs^ leurs dîiFereiices sont les mêmes que celles 
des logarithmes des tangentes (*) : c'est pour cela qu'on a in- 
titulé la colonne qui contient ces dernières différences com- 
munes. 

Si Ton ne considère que les degrés qui sont à la tète de 
chaque page, on croira que les Tables ne s étendent que jus- 
qu*à 4^ degrés; mais sî Ton observe que chaque colonne a 
deux titres \ que la colonne marquée par en haut sîntis est 
marquée par en bas cosinus; que celle qui est inlilulée par en 
haut cosimu est intitulée par en bas simis; qu'il en est de 
même des tangentes et des co tangente s, on verra qu'en con- 
sultant les degrés, ainsi que les titres des colonnes qui sont en 
bas de chaque page, et les deux dernières colonnes vers la 
droite des mêmes pages, on aura les logarithmes des sinus, 
cosinus, tangentes et cotangentes des degrés, minutes cl se- 
condes depuis 45 degrés jusqu'à go degrés- 



Usage des Tables. 

5S, Problème I. — Connaissant le nombre des degrés, 
minutes et secondes d un arc moindre que ^o degrés, tromper 
le logariûime du sinus, du cosinus, de la tangente ou de la 
cotangente de cet arc. 

PiiEMrETi CAS. — Si le nombre donné est composé de degrés, 
de minutes et de dizaines de secondes, on cherchera d'abord le 
nombre des degrés parmi ceux qui sont écrits en haut ou en 
bas des pages \ en haut s'il est moindre que 45 degrés, au bas 



(*) Car on A 

etj en prenant tes lag^arîtbiaest 

log tMlg (àf -r A ) — log tanga: =? îcvg cotx — log Cût {x -h A). 



s'il est plus grand. On suivra la première* colonne qui va en 
croissant de haut en Las, si le nombre des degrés se trouve 
en haui de la page, ou la dernière qui va en croissant de bas 
en liaut, si le nombre des degrés se trouve en bas^ on suivra^ 
dis-je, Tune on T autre de ces colonnes dans le sens suivant le- 
quel elle croit, jusqu'à ce qn*on rencontre le nombre des mi- 
nutes données; on passera dans la colonne des secondes sans 
qnitter la ligne des minutes trouvées; on suivra dans le même 
sens cette colonne, on y trouvera les dizaines de secondes, et 
sur la mÔDie li;^ne le logarithme du sinus, du cosinus, de la 
tangente et de la cotangeute que Ton cherche. 

Veut-on, par exemple, le logarithme de la tangente de 
jg°5i^o^\ 79 degrés se trouvant au bas de la page, on mon- 
tera le long de la dernière colonne qui va eu croissant de bas 
en haut : on trouve 5i minutes dans cette colonne; on passe 
à la colonne précédente, qui est celle des did^aîiies de secondes; 
on monte le long de cette colonne^ et l'on rencontre 4o se- 
condes *j sur la même ligne et dans la colonne marquée par en 
bas tangenlG, on trouve 0^7475^57, C^estle logarithme cher- 
ché. On a ainsi 

iog tang(79'^5i'4o'' : — 0,747^657. 

Veiit-on, pour second exemple, le logarithme du sinus de 
ia^24'5o'^5 2 degrés se trouvant eu haut de la page, on descend 
le long de la première colonne qui va en croissant de haut en 
bas ; on trouve 24 minutes dans cette colonne; ou passe à la 
colonne suivante, qui est celle des dizaines de secondes ; on des- 
cend le long de cette colonne et l'on trouve 5o secondes; sur 
la même ligne et dans la colonne intitulée par en haut sinus ^ 
on trouve 8 , ^'i/{^66'à , C*est le logarithme cherché, augmenté 
de 10 unités* On a ainsi 

logstîi(a^s4'5o^) := 2,614466^' 

Deuxième cas, — Si le nombre donné contient en outre des 
unités de secondes et des fractîous de sccondej on commencera 
par réduire les fractions de seconde en fraction décimale; ou 
cherchera ensuite, comme nous venons de Texpliquer, le lo- 
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garithme du sinus ou de la tangente de l*arc donné, en faisant 
abstrariion des unités et des fractions décimales de seconde, 
dont nous désignerons Tensenihle par h. On prendra ensuite 
la ditïerencc A qui existe entre le logaritlmie trouvé et celui 
qui vient immédiatement après lui, en allant de haut en bas 
onde bas en liaui, selon la marche que l'on suit; enlin on 
ajoutera au logarithme trouvé le nombre ùk\ détermicé par 
l'équation 



h à' 




.. ^^ 




d'où 


A'-: — , 


lO A 




to 



et Ton aura le logarithme cherché- A' et A expriment ici des 
unités du septième ordre décima! : on prendra donc pour ù! h 

partie entière du produit — X A ; mais il conviendra d'aug- 
menter cette partie entière d*uue unité, si la fraction que l'on 
néglige est supérieure à o,5. 

Si Ton veut le logarithme du cosinus ou de la cotangente de 
Tare donné, on augmentera dVine dizaine le nombre des se- 
condes de Tare, et, après avoir supprimé les unités et les frac- 
tions de seconde, on obtiendra un arc qui surpassera rare 
donné d^une certaine fraction décimale h de seconde, on cher- 
chera le logarithme de son cosinus ou de sa cotangentCi et 

l'on ajoutera — au résultat, A étant ici la dilTérence qui existe 

entre le logarithme trouvé et celui qui le précède immédiate- 
ment en allant de haut en bas ou de bas en haut, suivant la 
marche que Ton suit. 

La règle que nous venons d'exposer repose sur le principe 
suivant : 

Si l'on donne successwement à un arc quelcontfue deux 
petits accroissements^ les accroissements correspondants du 
log sin ou du log cos, etc., sont sensiblement proportionnels 
aujc accroissements de l'arc* 

Ce principe n^est pas rigoureusement exact, mais en rap- 
pliquant on obtient une approximation suJUsante, eiscepté dans 
le cas que nous examinons plus bas. On peut le vérifier au 
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moyen des Tables elles-mêmes 5 on reconnaît eireclivement 
que dans une étendue assez grande, sauf au commencement 
des Tables, les dîilerences des log sin, ou des log cos, ou, etc., 
sont scnsihlemenL constantes ^ il s^eiisuit que, pour des accrois- 
sements égaux donnés à un arc, le logaritlime du sinus ou du 
cosinuîî, etc. de cet arc pr^nd des accroissements sensible- 
ment égaux. 

Nous indiquerons par des exemjilcs le type du calcul. 

I " Tromper le logarithme rfe sin ( 49^ 53' a4'^', 3 ) - 

Log sin (4g^53' 20'') ^7,8835459 d= 1^7 

Pour 4*^3 76 17,7 x4i^^ 7^1 ï' 

Log sin (49-^53' !i4* , 3 ) = 7, 8835535 

a" Trouver le logarithme de cos(36"35'3G",3). 

Log cos(36'*35'4o'') = 7,9046481 A ^ i56 

Pimr 3'^,7 58 15,6x3,7=57.72 

Log cos(36«35' 36^,3) ^7,9046539 

3° Trouver le logarithme de tang ( 79*^ 5 i'47^'^î ^ ] * 

Log tang (79** 5i^4^^j^ ^ » 7475657 A ^ 1 ?. ï5 

Pour Y, -2. 875 121 ,5 X 7|3 =^674,80 

L<j^'lan^(79^^5i'47'', 2] ^0,7476532 

4° Trouver le logarithme de cot ( 23'^ 1 7' a 2"^ 3 ) . 

Log cot{23» 1 7' 3o^ J = o , 366o3 1 3 A = 58o 



Pour 



7% 7 



447 



58 X 7,7 = 446,60 



L Lng cot { 23^ 1 7' aa'^i 3 J =^ o ^ 3660760 



Troisième cas. — Si les différences qu'on trouve dans la 
Table varient trop, ce qui arrive lorsque Tare donné est très- 
^elit, la méthode précédente ne comporte plus une précision 
ullisante; voici comment il faut alors opérer. L'arc donné 
étant exprimé en secondes et en fraction décimale dt* la se- 
conde, soient a la partie entière et h la fraction décimale; potir 
avoir log sin (a + h) et log tang(a 4- h) ^ on peut admettre 
que le rapport des arcs très- petits a et a -^ h est égal au rap- 
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poi't des sinus ou des taugentes de ces arcs \ posons donc 

sio(^ -•- '0 ^ '^ "^ ^' t;ing(â -h /*) <ï + /? 



tMtga 



on aura 



log sm {a -h h)=i log sin £î -h \og(a + A) — Inga, 
l(>gtiing(â -h A ) := log tang^ H- h»g(£t + A) — iog«. 

On prendra logsîna ou logtanga dans la première partie de 
la Table j log{a-\- h) et laga dans la Table des logarithmes des 
nombres, et Ton aura ensuite log sin (a -}- A) et log tang (a + fi) 
par les formules précédentes. 

Veut-on, par exemple, le logarithme du sinus d<5 o''3'27",355; 
cet arc réduit eu secondes est égal à 2**7'^, 335; on a donc 

a=:307, A =0,35 5, Lelogarilbme de sîn(3'37"} est3,ooi545i* 
le logarithme de 207^355 est 2^Zi6yt4^\ celui de 207 pris 
avec le signe — est 3,6840397; en ajoutant ces trots loga- 
ritlimes^ il vient 

log sin (0*3^ 27*, 355) =: 3,0022893- 

Sî Ton demande le logarîlliine de la colaagente d*un tj'ès-petît 
arc, il faudra cburclicr le logaiilhnie de la tangente, ainsi qu'il 
vient d'être indiqué, puis on changera le signe de ce loga- 
rithme. 

S'il s^agit du l.jg cos d^un très-petit arc a-h h^ on a 

log cos(ii -I- Aj ^ h>gsin(fl -h A) — log tang(a -h A), 

formule par laquelle on aiu*a logcos(a + A) après ■ avoir dé-i 
terminé comme ci-dessus le log sin et le log tang de a -h h. 
Maïs cette formule devient, en vertu des équations écrites 
plus haut, 

log cos (a 4- li) ^= log sin a — log Liog a ti^ log cos^; 

d'où il suit que les arcs ^ ~î- A et a ont leurs log cos sensible- 
Dient égaux : c*est, du reste, ce que montrent les Tables- Sup- 
posons quon demande le log cos de u^3':i7'', 355 ^, cet arc 



lomBe entre 3' 20" et 3'3o'', arcs dont les cosmos ont le même 
togarithoie i ,9999998 : on a donc 

logcos(o''3'27^355) =T,999tj998i 

56. PaOBLiiME II. — Le logarithme d'un sinus, d*an 
cosinus^ d'une tangente et d'une coiangente étant donnée 
Irouxfer le nombre de degrés^ minutes et secondes de l'arc 
n uq uel il appa / 1 ien t . 

Premier Cks. — On cliercbera le logarithme donné dans 
Tune cpielconque des deux colonnes qui ont ponr titre la ligne 
trigonomëiricjne à l'expression numérique de laquelle le loga- 
rithme donné appartient. Si on le trouve parmi ceux qu'elle 
contient^ on observera à quelle extrémité de la colonne est 
le titre qu on a consulté : si ce titre est en haut, on jettera les 
yeux sur la seconde colonne à gauchcT et dans ralîgnement 
du logarithme on trouvera un nombre de dizaines qui expri- 
mera les secondes de Tare cherché. On passera à la première 
colonne \ si Ton y voit un nombre dans le même alignement, 
il sera celui des minutes cherchées, sinon on montera le long 
de cette colonne, et le premier nombre qu'on rencontrera sera 
celui des minutes; enfin en haut de la page on trouvera hors 
du cadre le nombre de degrés demandé. Mais si le titre en 
-question est au bas, il faut recourir a l'avant-dernière colonnr 
vers la droite, qui donnera de mémo les secondes j passer en* 
suite à la dernière colonne, sur laquelle on trouvera les mi- 
nutes cherchées, soit dans la même ligncn, soil en descendant 
le long de celte colonne. Eniin on trouvera au bas de la page, 
et hors du cadre j le nombre de degrés demandé. 

Veut-on, par exemple, le nombre de degrés, minutes et se- 
condes de Tare dont le lagsin est i,354îSo35 on cherchera ce 
logarithme dans Tune des deux colonnes qui sont intitulées 
sinus j sans s'embarrasser de savoir si ce titre est en haut ou 
en bas de la colonne; Tayant trouvé, ou observe que le titre 
sinus est en haut de la colonne : on consulte la seconde co- 
lonne à gauche, et Tou trouve 5o dans T alignement de 
■9,3541803; on passe k la première colonne, on n'y voit Heu 
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dans le même alignement^ maïs en montant on rencontre S 
dans cette colonne : eu tin, en haut de la page et hors du cadre, 
on trouve i3 degrés. Le nombre demandé est donc i3"3'5o'-. 

Deuxième cas, — Si le logarithme donné ne se trouve pas 
dans les Tables, ce qui est le cas le pins ordinaire, on cher- 
chera les deux logarithmes entre lesquels il est compris; on 
prendra celui de ces deux logarithmes qui est du côté du titre 
de la colonne dont on a besoin; on le retranchera du loga- 
rithme donné, ou Ton en retranchera celui-ci, selon que l'un 
sera plus grand ou plus petit que l'autre ; on aura ainsi une 
dîiierence A', et, en appelant A la dîilérence tabulaire des 
deux logarithmes entre lesquels est compris le logaritlime 
don né ^ on déterminera le nombre h par 1 équation 



d'où li = 



lOâ' 



Le nombre A moindre que lO exprimera les unités de secondes 
et fractions de seconde de Tare cherché. Quant aux degrés ^ 
minutes et dizaines de secondes, on les obtiendra en substituant 
au logarithme donné celui de la Table qui eu dilfère de A', et 
en suivant la marche indiquée dans le cas précédent. 
Nous indiquerons par des exemples le type du calcul. 

j'* Trouver Varc dont le logsin est 1,8835535. 



Log sin^ ; 

Pour 

i'XïO 



: 1,88355.^5 
1,8835459 
760 



49«53'ao'' 

4%29 



d = ] 



77 



^^49^53' 24*^,29 



2^ Trouver l'arc dont le logcos est 1,9046539. 

A = i56 



Log COS^ =: I , 9046539 

Pour 7 , 904G637 36*> 35' 3û'' 

A'Xio 980 6% 3 
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3° Tromper Varc dont le log tâng GSt o, 74 7^53 s- 



75 



Pour o^747^^^7 79''5i'4o'' A^^iaiS 

â'Xio 8750 fa 

x = 79"5i'47",a 
4° Tram'^r l'arc dont le log cot est O53660760, 



Logent**? = 0,3660760 
Pour 0,3660892 

à'Xio i32o 






TROISIÈME CAS. — Si les diflerences Jes Tables varient trop, 
la marche qu'on vient d'indiquer cesse d*ètre applicable. Le 
cas dont il s^agit se présente lorsqu'on a à déterminer un très- 
petit arc par son log sin ou par son log tang^, voici comment il 
faut alors opérer. On chercliera dans la première partie de la 
Table le logarithme qui s'approche le plus du logarithme 
donnée et Ton réduira en secondes h'S degrés et les minutes de 
l'arc correspondant^, désignons par a le nombre de secondes 
ainsi obtenu et par a -h A le nombre exact de secondes con- 
tenues dans l'arc inconnu; on déterminera a -(- /i par Tune 
des deux équations 



lng{a -^ h) == log sîn {(ï 
log(fl -h A) = logtaiig(^ 



log sin a -\- log a, 
logtangii -h log a. 



que nous avons déjà mentionnées en traitant du problème in- 
verse de celui qui nous occupe, 

Vcnt-on, par exemple, le nombre des degrés, minutes, ete., 
de Tare dont le logarithme du .sinus est 3,00^2893*, on trouve 
que le logarithme tabulaire qui approche le plus de ce loga- 
rithme est 3,ooi545iou^ — 2,9984549^ ^^ ce logarithme ré- 
pond à l'arc de o*' 3'^ 7^' ou de 207 secondes ; le logarithme de 207 
est 2 , 3 1 59703 \ aj outant ensemble les trois nombres 3 , 00 22 SgS ; 
3,9984449 ? 2,3 1 59703, on à pour somme 2,3 167145- Ce 
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logarîtlinie répond au nombre aojj355 ; i'arc cberché est donc 
207%355, ouo'>3'îi7^355. 

On opère de la môme manière pour détermmer un très- 
petit arc quand on connaît le logaritlime de sa cotaiigcnte, 
puisque ce logariilioie est égal et de signe contraire a celui de 
la tangente. 

Mais, lorsqu il s'agît de déterminer un très-petît arc par le 
moyen du logarîlliine de son cosinus^ il est impossible de le 
faire avec précision. Veut-on, par exemple, connaiti'e Tare 
dont le cosinus a pour logarithme i ,99^/9991 , la Table montre 
que ce logarithme répond à tout arc compris entre 6' 4^^' et 
y'^S^i l'arc demandé ne peut donc être obtenu qu'avec une 
incertitude de 4" secondes. 

S7. La solution des deux problèmes dont nous venons de 
nous occuper repose sur régalÎLe approximative 



A=i^± 



(0 


h 
10 


posons 




N 


10 



d et £ mesureront les erreurs commises en appliquant la for-" 
mule (i) dans le calcul dt! A^ (premier problème) et dans le 
calcul de h {deuxième problèoie). Or on démontre, par des 
considérations qui ne peuvent trouver place ici, que e est tou- 
jours moindre q 11^ une uuîté du si^ptième ordre décimal si Tare 
dont on calcule le log sin ou \c \og tang surpasse une certaine 
limite inférieure k 5 deijréSj et que la même chose a lieu, par 
suite, si Tare dont on calcule le log cos ou le logcot est supë- 
rieur à 83 degrés. L'emploi de la formule (i) est donc légi* 
tïine, entre ces limites, dans la solution du deuxième cas du 
premier problème. On démontre aussi que rerreur i n'Iative 
au deuxième problème est plus petite qu*un centième de se- 
conde, si Tare que Ton calcule ditlère de zéro ou de 90 degrés 
d'une quantité plus grande qu'une certaine limite inlerieure 
â 1 I degré, et que cette erreur e devient ab sol noient insen- 
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sîble sî Tare que Ton calcule s'écarte de quelques degrés des 
limites zéro et 90 degrés^ d*où il suit que Temploi de la for- 
mule 

loA^ 

~~ A 

est légitime dans la solution du deuxième cas du deuxième 
problème entre les limites que nous venons d'indiquer (*). 

Mais Terreur commise dans le calcul de h ne provient pas 
seulement de la quantité e que Ton néglige ; les logarithmes 
dont A et A' expriment les différences sont affectés d'une cer- 
taine erreur ; et si cette erreur reste au-dessous d'une demi- 
unité du septième ordre décimal pour les logarithmes de la 
Table, elle peut être beaucoup plus considérable pour le lo- 
garithme donné, qui le plus souvent est le résultat d'opéra- 
tions exécutées sur des nombres qui ne sont connus qu' ap- 
proximativement. Admettant, par exemple, que l'erreur de A' 
soit d'une unité de Tordre du dernier chiffre. Terreur de A, 



(*) Si l'on désigne par M le module des logarithmes vulgaires, et par Q un 
nombre compris entre zéro et i, on a, d'après une formule connue (celle de 
Taylor), en prenant la seconde pour unité, 

log sin (or H- A ) — logsinj:= MAsinr M r-r — • 

sin-c asin'-c 

Désignons par A la valeur du premier membre pour ^ = 10, et par A' la valeur 
de ce premier membre pour A < 1 ; appelons aussi d* la valeur que prend & 
pour A r= 10 et faisons 

A'= — ±<f, A = ---=fce; 
10 A 

on déduit de la formule précédente 

asiu'ar ^ ' sinax — BtiBinx" 

h étant inférieur à 10, la valeur absolue de 10 Ô- — $h est aussi inférieure à lo; 

CD a donc 

SoMsîn'i" loosîni" 

tf< r-i > e < -: ; t.» 

sin'j: Bin'ix — losini" 

An moyen de ces résultats on peut vérifier la légitimité de nos assertions, pour 
ce qui concerne les logsin etleslogcos; on déduit ensuite immédiatement delà 
que ces assertions sont vraies aussi à l'égard des log tang. 
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en négligeant celle de A, sera - lo''; d'où il suit que la préci- 
sion obtenue dans le calcul d'un arc sera d'autant plus grande 
que 1 es ditrérc ne es tabulaire s seront elles-mêmes plus g^randes. 
Or fa différence de deux logtang est la somme des différences 
des logsiu et des logcos correspondants (*j ^ donc un arc est 
toujours mieux déterminé par sa tangente que par son sinus 
ou son cosinus. A 45 degrés, point du premier qnadrant où 
la tangente donne la plus faible précision, la différence tabu- 
laire de ses logarithmes est de 4^1 unités du septième ordre 
décimal pour une variation de lo secondes dans Tarc^ d'où 
Ton conclut qu'une erreur d*uue unité du septième ordre dans 
le logaritlime de la tangente correspond alors à une erreur 
de o'^,oâ4 dans l'arc. Une même erreur dans le logarithme 
du sinus ou du cosinus correspondrait à une erreur double, 
c'est-à-dire à o^',o48. Pour des arcs petits, les dldercnces 
des logcossoni très-petites, et, par suite, les diUïrences des 
logsinsont à peu près égales aux différences des logtang^ il 
s'ensuit qu un petit arc ne saurait être donné avec précision 
par son cosinus, ainsi que cela a déjà été dit plus baut^ au con- 
traire, il est également bien déterminé par son sinus on par 
sa tangente. Concluons de là que dans les solutions trigono- 
métriques on devra recbercber autant que possible l'emploi 
des tangentes et rejeter avec soin Temploi des cosinus, pour la 
détermination des petits arcs. 

Procédés pour rendre une formule calculable par 



58. Pour que Ton puisse appliquer immédiatement le cal- 
cul des logarithmes à la déterEuiuation de la valeur d'une ex- 



(* } La dilTérenoe 

i?fit évideiiiiû0iit la aoiïmie dù^ dûux diJfcrencoa 



log sin ( i-(- /j ) ^ log lin ar> 
lO0 cofi^ *^ log COI (;r -I- A )l 
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pression numérique, il est nécessaire que cette expression ne 
contienne que des facteurs monômes ; autrement on dit qu'elle 
n'est pas calculable par logarithmes. Si une expression ne 
contient d'autres facteurs polynômes que des sommes ou des 
différences de deux sinus, ou de deux cosinus, ou de deux tan- 
gentes d'arc donnés, on la rendra calculable par logarithmes 
en faisant usage des formules du n° 18 : aussi ces formules 
sont-elles d'une extrême importance. Mais il existe des pro- 
cédés généraux que nous allons indiquer ici, pour rendre cal- 
culable par logarithmes une expression qui ne l'est pas. 
Considérons d'abord une expression binôme 

et supposons qu'on veuille avoir \o^x\ ael b sont des nom- 
bres positifs, dont les logarithmes seuls sont donnés. On peut 
écrire 



: = « i±- 



Cela posé, déterminons un arc auxiliaire ç, tel que Ton ait 

b 



tangfp = 



a 



cet arc (f, compris entre zéro et 90 degrés, se calculera par la 
formule 

log tangf r= logb — \oga. 

La valeur de x devient alors 

mais on a 

cosçztsinç=:cosyiiicos(9o° — y), 

==2cos45°cos(^iï=45°)= v'2cos{yqi45")î 
donc 

a v^2 ces (<p 4145*^) 

~~ COS-p 
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Cette formule est calculable par logarithmes ^ on en tire 

\n§x = log« H- - log2 H- log C03 ( ip q; 4^'*) — I^g ^^^7 ( *; 

La même méthode s'applique h une expression polynôme queî- 
conqueri rb è zt c rh f/ it . . . ^ eu efTet, on pourra, par remploi 
d'un arc auxiliaire, réduire d^une unité le nombre des termes 
de l'expression polynôme : avec un second arc auxiliaire, on 
diminuera encore ce nomhre d'une unilc, el Ton pourra con- 
tÎBuer ainsi jusqu'à ce qu'on ait transformé l'expression en un 
monôme. 

La transformation précédente n'est pas la seule qu'on puisse 
employer^ nous indiquerons encore la suivante. 

On rendra calculable par logarithmes la formule a -h 6, où a 

et b sont des nombres positifs, en posant - = tang'y, car on a 



a-^b^=a(i -h tang'ip) = — — - 
^ ^' cos^l 

Si Ton a « > &, on rendra la formule a — fi calculable par 
logarithmes, en posant b ^^a sin'y ^ car on a 



Résolution de l'équation du deuxième degré par le moyen 

des Tables trigQnométriqaes. 

S9- Les deux racines de Tequation du second degré 

(î) J^^H-Z'.r +17 ^o 



{*) On doH pi'ép&rer les lofpirjthme» quî »ont alfectéi do &%ne — dAnânne 
formule du tnaiiière que leiii- pprtie dccimale soit npgativej par eiL^rople, &î 

]6 loQarîtbms 3f355/|'J07 est ilc^lirié k être retranché d'une somme d'autre» lo- 
garithmes, n fuul Tci^rire — 2,644179^1 en sorti; qu*ini &ora rîimené s ajouter 
^,fii(i^5793; ceUe manière d'opérer revient n pi'eudre ïe eomplémeni ik 10 du 
kipitUhme et ii relfUBcbcr 10 de ]it caractérîstiii 0. 
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sont données par la formule 



(") 



'=-f*Vî^' 



nous supposerons que les coefficients p et ç soient des quan- 
tités réelles données directement ou par leurs logarithmes. 

1° Soit^ y > o, ce qui est le cas où les racines sont 

réelles et inégales. Si Ton a en même temps ^ ^ o, on posera 

2 siny' 

Tare auxiliaire cp, compris entre — 90 et -H- 90 defjrés, se cal- 
culera par la formule 

log( — siny) 2=2 log2 -}- - log^ — logp 
si p est positif, et par la formule 

log siuîp = loga H- - logy — log( — p) 
si/7 est négatif. La formule (2) devient alors 



: = V^(' 



±C0Sy\ 



de sorte qu'en appelant Xj et Xj les deux racines on aura 
or, = ^q tang - <p, x^^z \[q cot - ç, 

expressions calculables par logarithmes. 
Si Ton a ^ <^ o, on posera 

2 tang «j> ' 

Tare auxiliaire cf, compris entre — 90 et -|- 90 degrés, se cal- 
culera par la formule 

log( — tangy) = log2 -I- - log(— q) — log/? 
Trig. S, 6 
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si p est positif, et par la formule 

logtang(ï> = log2 -4- - log(— ^) — log(— 7?) 

si p est négatif. La formule (2) devient alors 

/cosq>±: l\ 

de sorte qu'en appelant Xi et x^ les deux racines on aura 
X, =: — y — q tang - <p, JC, =r -4- y— ^ cot - y. 

2° Soit y — y <C ^î o^ pourra poser 

4 COS':p 

et Tare auxiliaire y se déterminera par la formule 

logcosy = log(=h/?) log7 — loga; 

la formule ( a ) devient alors 

P _*P I 

xz=z — - ±: - tang^ y^— i ; 

la partie réelle des deux racines imaginaires est — ^ > et le loga- 
rithme du coefficient de sj — i est égal à 

log(=L/?) + logtangfp — logs>. 

60. On peut ramener à la résolution d'une équation du 
deuxième degré le problème qui consiste à trouver tous les 
arcs X qui satisfont à une équation de la forme 

acosx 4- h sin jr =. c, 

où a, i, c désignent des nombres donnés positifs ou négatifs. 
Il suffit, en effet, pour cela d'exprimer sinx et cosx en fonction 
d'une même ligne trigonométrique ; mais la question dont il 
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s'agit peut être résolue beaucoup plus simplement de la ma- 
nière suivante. Déterminons un arc auxiliaire <f compris entre 
— 90 et -t- 90 degrés, et tel que Ton ait 

b 
tang(p = -; 

en remplaçant b par a tango, l'équation proposée devient 

a(cosx -f- tang^sinar) = c, 

ou 

, . ccos® 

COSIX — ©)=: i. 

^ " a 

Pour que le problème proposé soit possible, il faut que 

ceoscp . . > ^ T i> ' 
soit compris entre — i et -h i , c est-a-du-e que 1 on ait 

c'cos'y 



a' 



< I ou c' <; a» -f- ^^ 



Si cette condition est remplie, les Tables feront connaître un 
arc a compris entre zéro et 1 80 degrés, et ayant pour cosinus 

] les racines de Téquation proposée seront données en- 
suite par la formule 

x = A'. 360" H- o li: a, 

où k désigne un entier arbitraire positif, nul ou négatif. 

On peut exprimer toutes les racines x en fonction de l'une 
quelconque d*entre elles; désignons en effet par Xq Y une de 
ces racines ; on aura 

(zz=± {/•' . 36o« -\-ff—x,), 
V étant un entier, et Texpression générale des racines x sera 

:r=X-.3()0°-f-<pli=(«j> — x^)\ 

cette formule équivaut aux deux suivantes : 

X = /• . 36()** -4- Xo, 

X — >t.36o° -+- 2^ — xj. 
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Résolution de V équation du troisième degré par le moyen 
des l^ables trigonométriques, 

61 . L'équation générale du troisième degré 

(i) X»-4-PX»-4-QX + R = o 

se ramène à la forme 

(2) x*4-/?j:4-7 =0, 

P 
en posant X = — -5 -{- j:^ on peut donc se borner à considérer 

Téquation (2), dont les coefficients seront supposés réels. 
Nous avons vu (n® 29) que Féquation 

,3) .•-|-^ = « 



a pour racines 



cos-|j cos( i20*>-f- I U cos ( 240" -f- I) . 

si donc on parvient à ramener l'équation proposée ( 2 ) à là 
forme (3), le problème que nous nous proposons sera résolu. 
Posons X = Iz^ l'équation (2) devient 

(4) ''"^&'"^v = û' 

et cette équation (4) coïncidera avec (3) si l'on détermine la 
quantité A et l'arc y de manière que Ton ait 

p 3 <y ces© 

équations d'où l'on tire 

— ? 
A = 2 1/ — ^5 cosç = 



ces valeurs de X et de coscf ne sont réelles que si p est négatif '5 
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maïs, pour qu'elles soient admissibles, il faut encore que la 
valeur de cos* y soit inférieure à i , ce qui exige que Ton ait 

^-f-^— <o ou 4/^* + 277' <o. 

Cette condition enlrainep <:^o; si elle est satisfaite, Tidenti- 
fication des équations (3) et (4) devient possible; alors, l'arcç 
ayant été calculé par la formule 

7 



C0Sy = 



les racines X|, Xj, x^ deTcquation proposée (2) seront 
Xi=z 2 y —^ ces (240® -f- 



Le cas que nous venons d'examiner est celui où les racines 
deTéquation (i) sont réelles et inégales*, toutefois deux de ces 
racines deviennent égales si Ton a 

4/>* -H 27 7' =r o ; 

la solution précédente subsiste dans ce cas. 

62. Considérons maintenant le cas où Ton a 

4/^^ 4- 27 7* > o, 

et où, par conséquent, Téqualion ( 2) ne peut plus se ramener à 

la forme (3) par la transformation dont nous avons lait usage. 

Soient d'abord p =z o et c/ = — i, Téquation (2) devient 

j:=» — I z= o ; 

les valeurs de x sont alors les racines cubiques de l'unité -, 
pour les trouver, remarquons que x^ — i est le produit des 
facteurs x — i et or' H- x -h 1 -, en sorte que l'unité a trois ra- 
cines cubiques dont Tune est égale à i , et dont les deux autres 
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a et ? sont les racines de l'équation du second degré 
j:» -f- X -*- I = o ; 



on trouve 

_ î + y/s y/- I 


,_v/3v/-,. 


2 


^- 2 


en outre, comme on a 




aÇ = I , a* : 


= 1, 6'=i, 


on conclut que 





a=g» et .6r=a^ 

en sorte que chacune des deux racines cubiques imaginaires 
de Tunité est le carré de l'autre. 

Revenons maintenant au cas général, et distinguons les deux 
hypothèses p <^o elp'^o, 

I ^ Soit ^ <^ o ; posons 

x = \[a tangtf -+- bcotf). 

en désignant par a et b deux quantités respectivement égales 
aux racines cubiques imaginaires a et 6 de Tunité ou égales 
toutes deux à Tunité; en élevant au cube, il vient 

07* = V[tang^y H- cot'y -+- 3(atAng(f -+- b cot^)], 

ot Ton déduit des deux équations précédentes 

(5) JT» — 3Vx — P(tang»(p -h cot»y) = o. 

D'après la manière dont cette équation (5) est formée, il est 
évident que ses trois racines sont 

(6) >(tangy 4- coty), >(atang(p-+- Scoty), >(6tangy-4-acotq)), 

et par conséquent Téquation (a) se trouvera résolue si Ton 
parvient à Tidentifier avec Téquation (5). Tl suffit pour cela 
de déterminer X et cp de manière que Ton ait 

— 3X* =/7, — X»(tang»(p -4- cot»<p) = (y; 

la première de ces équations donne 



.= v/t- 
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et il vient ensuite 

— 7 



lang*y-4-cot*y= -. 



(^)" 



Pour trouver ç, nous emploierons un deuxième are auxiliaire 

^, tel que 

tang>I;==tang»ç; 

il vient alors 



tang^p -♦- col\[; = — 



sin2^|; 
d'où 






on pourra tirer de cette équation une valeur de ^ comprise 
entre — 45 et + 45 degrés 5 car 4/^' + 277' étant > o, par 
hypothèse, la valeur précédente de sin24' est comprise enlre 
— I et 4- I ; on trouvera ensuite une valeur de y également 
comprise entre — 45 et -+- 45 degrés, au moyen de la formule 

lang<p= v^tang-j;. 

Les arcs ç et(p ayant été ainsi calculés, on aura, pour les ra- 
cines de Téquation (2), les expressions (6), qui deviennent, en 
remplaçant a et S par leurs valeurs écrites plus haut, 



4-- 



^^(tangy -+-cotç), 



— i ^-^(tangy -4- coty)±: i y^ (tangy - coty) v/- i. 



ou 



Vr .. v^. 



3 

et T ±i/ — p cot2© v' — 1. 

smay sin2y ▼ -r y t 

On pourra calculer par les Tables, au moyen de ces formules, 
la racine réelle, ainsi que le coefficient de y/ — i dans les ra- 
cines imaginaires . 
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2^ Soit /> ]> 5 posons 

X z=z\[a tang<p — b coty), 

a et b désignant, comme précédemment, deux quantités 
égales respectivement aux racines cubiques imaginaires a et o 
de l'unité, ou égales toutes deux à Tunité-, en élevant au cube, 
il vient 

ar» = X*[lang*ç — cot'çp — 3 [a tang© — ^cotç)], 
d'où 

(7) ûs^ -h 3\^jr — >>(tang*<p — cot=»(p) = o, 
équations dont les racines sont 

(8) >(tang(p — coty), ). (atangep — gcot«j>), >(6tangç — acot^). 

Pour que l'équation (2) puisse être identifiée avec l'équa- 
tion (7), il faut et il suflSt que Ton ait 

la première de ces équations donne 



et il vient ensuite 



-v^i 



tang*ç -— cot'y : 

Pour trouver y, nous emploierons un deuxième arc auxiliaire 
ip, tel que Ton ait 

tang^i = tang'«j>; 

il vient alors 

tang4/ — coi^ = — 2 cot2-J* = 

dj » 
ou 



C0t2>{»= -^ V\3î 



2 



m' 
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l'angle tp étant connu, on calculera (f par la formule 

tangcp = y^tang^^; 
les racines de l'équation (2) seront alors 

i/^(tangç — cot(p), 

~ ^ y/^ ( tangç -^ cot(p) ± ^ (tangfp 4- cotç ) v^- I , 



«9 



ou 



-.y/fcot,? et y/f 



cot2«p : 



'sinacE 



v'-.. 



On voit que, dans le cas de 4p^ -H ^7^' > ^î Téquation pro- 
posée (2) a toujours deux racines imaginaires. 

63. Exemple I. — Soit proposé de résoudre l'équation 

x^ — ^X-f-'J = o. 

On aicip = — y^ q z= y^ l'équation proposée a deux ra- 
cines positives Xi et Xf et une racine négative x^ . On a 



Xi=: \/ —cns~i Xi 



et 



COSf 



V 28 



.20» 4- 3 



TYPE DU CALCUL. 



Calcul de tf, 

log(-- tangcp) Î/J1843181 

180" — © io°53'36",2 

240° -+- 1 -= 36o° - (63'» 37' 52^ I ) 
120*» -H 1= 180° — ( 3° 37' 52", 3) 



v/27 



Calcul de x,. 



ïûgi/y. 



o,485oi84 



logcos| 1,7433876 



logo:, 0,2284060 

x^ = 1,69202 



90 
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Calcul de x^. 
o,485oi84 

logcos(24o°-+-^ j 1,6476280 



•°8\/t 



logx, 0,1325464 

x^= 1,35689 



Calcul de Xy 
logi/y... o, 4850184 

lOg — COsf I20**-4-|j . 1,0991270 

l0g( — ^a) 0,4841454 

jc, = — 3,04892 



64. Exemple II. — Soit proposé de résoudre l'équation 

x^ — &x -h 6 = o. 

On a ici /? = — 6, ^ = 6 ^ Téquation proposée a une racine 

réelle négative x^ et deux racines imaginaires ^- ± u yj — i . 

On a 



xr- 



v^ 



sin2^ 



v/8 



tangç = y tang>I; , sin2ij/ = -^i tang2>p = y/8 



TYPE DU CALCUL. 



Calcul de >p. 

logtang2>p 0,45 1 5450 

2^^ = 7o°3I'43^6 
^^=35°l5'5I^8 

Calcul de x^, 

ilog8 o,45i545o 

— logsin2^ 0,0028916 



Jog( — -^i) 0,4544366 

x^ = —2,84732 



Calcul de <p. 

logtangçp 7,94989.83 

y = 4i'»4i'52",o 
2(p = 83>3'44^o 

Calcul de u, 

ilog6 0,3890766 

Iog(— cot2(p) T,o63643i 

logw 7,4627187 

tt = o, 288608. 



Les racines sont 

— 2,84732 et i,42366zh 0,288608 y/- I. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

I. On partage l'arc 2x en n parties égales, et Ton demande : 1° de 
déterminer la distance du centre des moyennes distances des points de 
division à un diamètre quelconque; 7? de prouver qu'à la limite, pour 
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/7 = 00 , la distance du centre du cercle au centre des moyennes distances 
est égale à • 

X 

n. Démontrer que la différence x — sinx est d'autant plus petite que 
X est plus petit. 

ni. Démontrer que, si x est compris entre zéro et -, le rapport 

XXX X 

est la limite vers laquelle converge le produit cos - cos-r cos^» • • cos—? 
lorsque rentier n augmente indéfiniment. Déduire de cette propriété les 

X^ T^ X* 

inégialités sin j: > x — — - et cosx < i — * — ^ — • • 
D '1 24 

IV. Démontrer que, si x est compris entre zéro et -i on a 

x^ I a . 

tangx > X -+- Y et x<- langx-+--smx. 

V. Démontrer que les rapports et — -3 — décroissent quand 

If *» j / i ^ 4 « • /. 1 1- !»• f i-»#sinx^ sin(.rH-A) 
1 arc X croît de zéro à - • Apres avoir établi l inégalité > — ^^ -, — - 

dans l'hypothèse où x et A sont positifs et où x-+- /i est inférieur à -j on 

j. , ... . .... X — sinx^ x-\-h — sin(x-t-//) ^. 

pourra démontrer linégalité — -5 — > -. . -.3 en faisant 

x^ 
usage de la formule d*où Ton a conclu l'inégalité x — sinx < --, au n" 46. 



VI. Démontrer Tinégalité 

X — sinx^ fit \ f i\^ . _ x* 

6,79. 



">(5"-0(^)' """ ^~sî"-^>^-^^' 



<7f 

pour toutes les valeurs de x comprises entre zéro et -• 



9? TRAITÉ DE TRlGONOMÉTRin. 



CHAPITRE m. 

TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE. 



Objet de la Trigonométrie rectiligne. 

65. Il y a dans un triangle six éléments à considérer, trois 
angles et trois côtés. Résoudre un triangle, c'est calculer les 
valeurs numériques de ses éléments lorsqu'on a des données 
suffisantes. 

. La Trigonométrie rectiligne a pour objet la résolution des 
triangles rectil ignés. 

Les valeurs numériques des longueurs s'obtiennent en rap- 
portant ces longueurs à une même unité : il nous reste à par- 
ler de la mesure des angles. 

Mesure des angles. 

66. Soit un angle AOB [fig- 8)5 décrivons de son sommet 
comme centre, avec un rayon quelconque, une circonférence y 

Fig. 8. 




et désignons par R et S les nombres d'unités contenues dans le 

rayon OA et dans l'arc AB intercepté par les côtés de l'angle. 

S 
Le rapport — est indépendant de la grandeur du rayon OA, car 

si l'on décrit, du point O comme centre, une autre circonfé- 
rence A'B', et qu'on désigne par R' et S' les nombres qui me- 
surent le rayon OA' et l'arc intercepté A'B', on aura, par u» 



LUApriuE Tiioi^iÈaiE* 
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tliéorèiiit; conuii^ 



H résulte de Hi que, si Ton pose 



le rappori a) ne dépendra que dt- la grandeur de l'angle AOB; 
comme, d'ailleurs, F angle AOB varie proportionnel le m eut au 
nombre w, on peut prendre w pour sa mesure. Pour S =^ R 
ti) se réduit à i \ par eonséquent îû représente le rapport de 
l'angle AOB à un certain angle qu'on peut choisir pour unité, 
et qui est tel que, si Ton décrit une circonférence de son som- 
met comme centre, avec un rayon quelconque, Tare intercepté 
entre ses côtés est égal au rayon de la circonférence , 

La ibrinule S=:Rw est très-fréquemment employée dans 
les applications géométriqui-s; die permet de comparer des 
ares qui appaitieuneut à des circonférences ditlerentes. 

Si Ton prend le rayon OA pour unité linéaire, on aura 

R — 1 et (kj==S; 

ainsi un angle est mesuré par le même nofubre que l'arc in* 
lercepté entre ses côtés sur l-a circonférence décrite de son 
sommet comme centre avec l'unité pour rajon. Par exemple, 

le même nombre - représentera indiiïcremment Pangle droit 

et le quadrant. C'est pour cette raison que les mots angle et 
arc sont souvent employés comme synonymes. 

Et comme nous sommes convenus, dans les applications de 
la théorie des fonctions circulaires, de représenter les arcs par 
les nombres do degrés, minutes, secondes, etc., qu'ils ren- 
ferment, ces mêmes nombres de degrés représenteront égale- 
men 1 1 es a ngl e s corr e s p on d a n ts . 

Nous appellerons.fi/ia.^, cosinus, tangente, cotangente, sé- 
cante et cosécante d un angle, le siuus, le cosinus, la tan- 
gente, la cotaugentc, la sécante et la cosécaute de l'arc inter- 
cepté par les cotés de Tangle sur la circonférence décrite de 
son 50 m m et comme centre, avec T unité pour rayon. 
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Nous représenterons toujours par A, B, C les trois angles 
d'un triangle, et par a, i, c les côtes respectivement opposés^ 
les angles aigus ou obtus sont nommes angles obliques ^ et les 
triangles dans lesquels aucun angle n'est droit sont dits obli" 
quajigles. 

Relations entre les angles et les côtés d'un triangle 
rectangle. 

67. Théorème. — Dans tout triangle rectangle, cliaque côté 
de l'angle droit est égal à l' hypoténuse multipliée par le si- 
nus de V angle opposé^ ou par le cosinus de l'angle adjacent. 

Soit ABC (fig- 9) un triangle rectangle en A ^ du point C 




comme centre, avec l'unité pour rayon, décrivons Tare de 
cercle MN, et abaissons MP perpendiculaire sur AC : les 
triangles semblables ABC et PMC donnent 

«""cm' «"""cm* 

On a d'ailleurs 

CM = i, MP = sinC, CP==cosC; 

donc 

c = asinC, 6 =r acosC. 

Corollaire. — Dans tout triangle rectangle, chaque côté 
de V angle droit est égal à Vautre côté multiplié par la tan- 
gente de l'angle opposé ou par la cotangente de l'angle 
adjacent. 

En effet, soit A l'angle droit -, on a, par le théorème précé- 
dent, 

c = rtsinC, ^=:acosC, 
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d*où, 


en 


divisant membre 


à membre, 






c 


= tangC 


et c = ^tangC, 


ou 






c 


= b cotB. 
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Remakquk. — Il ne saurait exister entre les angles et les 

côtés d*un triangle rectangle une relation distincte des trois 

suivantes : 

B + C = 9o°, 

c=asinC, b z=acosC; 

car s'il y en avait une, en y remplaçant c, i et B par leurs va- 
leurs a sinC, a cosC et 90^ — G, on aurait une équation non 
identique entre a et C, ce qui est absurde. 

En ajoutant les deux dernières des relations précédentes, 
après les avoir élevées au carré, on obtient la relation con- 
nue 

Relations entre les angles et les côtés d'un triangle 
obliquangle, 

68. Théokème I. — Dans tout triangle rectiligne, les côtés 
sont proportionnels aux sinus des angles opposés. 

Soit ABC {fig' 10) un triangle dans lequel les angles B et C 
sont aigus; abaissons du sommet A la perpendiculaire AD sur 

Fig. 10. 




la base BC : le point D tombera entre les points B et C, et les 
triangles rectangles ABD et ACD donneront (n**67) 

AD = csinB, AD = 6sinC, 
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d'où 

. « , . ^ à C 

c smB = b smC ou - . ^ = v— :t • 
smB siqC 

Sî l'un des angles B ou C est obtus [fig» ' 0? ^ P^'' exemple, 
le pied de la perpendiculaire AD tombe sur le prolongement 

Fig. II. 




de BC, et comme deux angles supplémentaires ont le même 
sinus, les triangles rectangles ABC et ACD donnent encore 

AD = c siiiB =: b sinC, 

d*où Ton conclut que la formule précédente est générale. 

69. On a, d'après ce qui précède, les trois relations sui- 
Yantes entre les angles et les côtés d'un triangle : 

/ A-t-B H-C=:i8o«, 

(l) K a b c 

\ sinA sinB sinC' 

«t je dis qu'il ne saurait exister une autre relation distincte de 
celles-ci. En effet, on tire des équations (i) 

A = l8o« — B — G, b— -r-jz: TT, ' C = -:--— -r ; 

sm(B-f-C) sm(B-4-C) 

cela posé, s'il existait entre les angles et les côtés une rela- 
tion distincte des relations (i), en y mettant, au Heu de A, 
i, c, les valeurs que nous venons d'écrire, on aurait une équa- 
tion non identique entre le côté a et les deux angles adjacents 
B et C, ce qui est absurde. 

Maison peut déduire des équations (i) d'autres relations 
importantes qui constituent autant de théorèmes; nous com- 
mencerons par démontrer directement ces théorèmes, et nous 
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ferons voir ensuite comment les diverses relations que nous 
aurons trouvées peuvent se déduire les unes des autres. 

70. Théorème II. — Dans tout triangle rectiligne, le carré 
d'un côté est égal à la somme des carrés des deux autres 
côtés, moins l e double produit de ces deux autres côtés mul- 
tiplié par le cosinus de l'angle qu'ils comprennent. 

Soît ABC {fig. 1 2 ) un triangle dans lequel l'angle C est aigu : 




abaissons du sommet A la perpendiculaire AD sur BC ; on aura 

mais le triangle rectangle ACD donne (n° 6T) 

on a donc 

c» = a' 4- 6* — 11 ab cosC. 

Si Tangle C du triangle est obtus [fig- i3), on a 
c' = a» -4- A» + 2a X CD; 
Fig. i3. 




le triangle rectangle ACD donne 

CD = b cosACD = b cos(i8o<> — C) ^ — ^ cosC: 
/ donc on a 



c^z=i a^ -\- b* — 7.ab cosC, 



Trig. S, 
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comme dans Je premier cas. Enfin cette formule a lieu encore 
quand C est un angle droit; car, dans ce cas, cosC est nul, et 
elle se réduit à c* = a* -i- i*. 

Le théorème que nous venons d'établir donne les trois rela- 
tions suivantes : 

/ a* = ^2 _|_ ^2 — 2 ôc ces A, 

(2) 1 b^ z= à^ -^ c^ — 2ac cosB, 

( c' rr: a' -h ^' — ^ab cosC, 
qui contiennent chacune trois côtés et un angle. 

71 . Théorème III. — Dans tout triangle rectiligne, un côté 
est égal à la somme des deux autres, multipliés chacun par 
le cosinus de l'angle qu il forme av^ec le premier côté. 

Soit un triangle ABC {fig- i4)? abaissons du sommet A la 





perpendiculaire AD sur BC : on a, si les deux angles B et C 

sont aigus, 

fl = BD + DC, 

et si Tun des angles B et C, C par exemple, est obtus {fig^ i5), 

a = BD— DC. 

Mais, dans le premier cas, DC = b cosC, et dans le second 
DC = b cos (180° — C) = — b cosC-, dans les deux cas, 
BD = c cos B : donc on a 

a=: b cosC -\- c cosB. 
Ce théorème fournit les trois relations 
{a = b cosC -f- c cosB, 
lb = c cos A -h a cosC 
* c = a cosB -f- b cos A . 



<3) 
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72. Pour déduire les équations (3) des équations (a), ajou- 
tons les deux premières équations (2); il vient, après les ré- 
ductions, 

c = a cosB ■+- b cosA. 

C'est Tune des équations (3) j on obtiendrait les deux autres 
de la même manière. 

Réciproquement, pour déduire les équations (2) des équa- 
tions (3), ajoutons les équations (3), après les avoir multi- 
pliées respectivement par a, i, — c^ il vient 

c' = rt' -h b^ — 2,ab cosC. 

C'est Tune des équations ( 2 ) ^ on obtiendrait de même les deux 
autres. 

U résulte de là que les systèmes (2) et (3) sont équivalents; 
nous allons indiquer comment on peut déduire Tun de ces 
systèmes, (3) par exemple, des équations fondamentales (1). 

La première équation (1) donne 

Ci=i8o°— (a-i-b;, 

doù 

sinC = sin(A -h B) == sinAcosB -4-sinB cosA; 

si Ton remplace sinA, sinB, sinC par les quantités propor- 
tionnelles rt, i, c, il vient 

c =z a cosB -+- b ces A. 

C'est Tune des équations (3 ) 5 on obtiendrait de même Jes deux 
autres. 

Je dis enfin que les équations (i) peuvent se déduire des 
équations (2) ou (3), si Ton fait la restriction que la somme 
A-f-B -H C n'excède pas 180 degrés. En effet, on tire de la 
première des équations ( 2 ) 





ibc 


1 sin'A = 


^a* — h^ --c^ -h^a^b^-i- id'c^ -\- o.b^c^ 


^b'c^ ' 


par suite, 




sin'A 


— a* ^ b* — c'H- 2a'ft'-f- 2a=c' -f- 2b^c* 


a} 


^a^'c^ 
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On trouverait évidemment la même valeur pour - - et pour 

tin'C I, . L. sm^k , j 

-— — ^ car l expression obtenue pour — ^- ne change pas quand 

on change les côtes a^ J, ç les uns dans les autres; si donc on 
sait que A, Bj C sont moindres que î8o degrés, leurs sînus 
étant positifs, on peut écrire 

BÎuA sinB _^ sinC 

a ù c 

En second lieu, on peut éliminer a^ b^ c des équations (^) ou 

(3), car ces équations sont liomogènes^ si? on élimine deux 
des trois côtés, le troisième disparaît aussi, et il vient 

cos' A -4- ccïs'B 4- cos'G -h i cosÂ cash cosC — t = o 
ou 

[cos A ^ cos B cos C)= = t — cos'B — cos' c H-cos' B cos'C — si- .' B sin' c, 
ou, en extrayant les racines carrées, 

cosA r= — cosB cosCdzsinB sinC ^z — cos(B±C); 
d'où 

h étant un etitier. Et si la somme A -h B -h n excède pas 
1 8o degrés, ou a nécessairement 

AH-BH-G^iâo-^. 

autres formules relaiwes aux triangles obliquangles. 

73. En transformant les relations précédentes, on obtient 
de nouvelles fonuides qu*il est utile de connaître et que nous 
allons ëtaL>lir. 

Di!S relations fondamentales 

sinA ^_ siiîB sinC 

on déduit 

a-j- f/ sinA+ sioB __ 3sin4(A H- B) cosy(A — B) 

c sinC :i.3in^Ccos|C 

éi*-è sinA — sinB 2coS7(A H- B) sin^( A — Bj 
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OU, à cause de - ( A -4- B) = 90® C, 

. a + ^_ co8J(A — B) g— 6 _ sin|(A — B) 

^^' c ■"" SrTc ' c "" cosjC ' 

et, en divisant ces équations (i) Tune par Tautre, il vient 

(a) tangi(A-B) = î^-*cotic. 

Les formules (i) renferment les six éléments, mais la for- 
mule fa) ne contient que deux côtés et les angles. 

74. La relation 

donne 

cosA = 



abc 
mais on a 



1 . , /i-t- cosA . I » /i — cosA 
ces- A= i/ , sm - A=: i/ » 

2 V 2 2 V 2 

et) en substituant à cos A sa valeur, il vient 






r.)[^a'\-b -\-c) 



""ï^=V p^ = V — pï — 



=\/ 



(tf -f- 6 — c) (a — ^ -f- c) 
P^ 



Par de simples permutations de lettres, on obtiendra des for- 
mules semblables pour exprimer les cosinus et les sinus des 

angles - B et - C. Si donc on fait, pour abréger, 

a -k- b -\'C=z 2/?, 
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d'où 

a — b -h c=zql(p — 6), 
a -h b — c -zizif^p — c), 

on aura ces deux systèmes de formules : 



(3) 



eosiB = l/S£EI], 
7. y ac 



CCS - ' ' — * ' '^ - 



! 



V hc 



siniA-./(^^I^ii^^. 



(4) siniB-y/(^-=:^ 



— a){p — c) 






enfin, en divisant chaque formule du groupe (4) par la cor- 
respondante du groupe (3), on obtient ce nouveau système de 
formules : 

2 V Pip-") 

(5) |tangiB = i/<ZE3^, 

2 V P{p-b) 



2 Y P(P — C) 



1 Dans toutes ces formules, il faut prendre le radical avec le 
signe -4- -, car les demi-angles d'un triangle sont inférieurs à 
90 degrés, et, par suite, leurs ligues trigcnométriques sont 
positives. 
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Expressions de L'aire du triangle et des rayons des cercles 
inscrit et circonscrit, 

75. Aire DU triangle. — Soit un triangle ABC (^gr» 6 et 17)^ 





abaissons du sommet A la hauteur AD : on a, en désignant par s 
Taire du triangle, 



- a X AD. 
2 



Mais le triangle rectangle ADC donne AD = isinC*, on a 
donc 



(•) 



s = — absmC. 
2 



Ainsi l'aire d'un triangle est égale à la moitié du produit de 
deux côtés multiplié par le sinus de l'angle compris entre ces 
côtés. 

En appliquant cette proposition aux quatre triangles dans 
lesquels un quadrilatère peut être décomposé par le moyen de 
ses diagonales, on obtient le résultat suivant : 

L'aire d'un quadrilatère quelconque est égale à la moitié 
du produit des diagonales multiplié par le sinus de l'angle 
qu elles forment entre elles. 

Si dans la formule (i) on remplace b par sa valeur tirée de 
l'équation 



sinB 



slnB 




a sinA sin(B-f-C) 



I â'sinBsinC 



2 sin(B -f-C) 
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Enfin, des équations 



établies au numéro précédent, on déduit 

8inC = 2 sin ^ C cos 1 C = 2 ^^liHZÎIZZlHZEf) , 
2 2 ab 

et, si Ton remplace sînC par cette valeur, dans la formule (i), 
il viendra 



(3) s=: y/p(p — a){p^b){p-^c), 

formule où /? désigne le demi-périmètre • 

De cette formule et de celles qu'on a établies au n® 74, on 
déduit les résultats suivants, qui méritent d'èlre remarqués : 



sm - A sm - B sm - C = 

2 2 2 


{p — a)(p 
c 


-b)(p^ 
ibc 


■Jl = 


' pabc 




ces - A ces - B cos - G = 

2 2 2 


.pslpip — 


a){p-b, 
abc 


(P- 


"=)- 


ps 
abc 



\ l \ S 

lang - A tang - B tang - G = - - • 

2 2 2 p^ 

76. Rayon du cercle circonscrit. — Ayant circonscrit un 
cercle au triangle ABC (Jig> i8), menons, par le sommet C, le 




diamètre CD = 2R, et joignons BD^ l'angle en D du triangle 
rectangle BCD est égal à A ou au supplément de A : on a donc 



a = 2RsinA ou R = 



2siaA 
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Multipliant haut et bas par £c, il vient 

abc abc abc 
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Rr= 



2^»csinA 45 ^^'p(^p^a){p — b(p — c) 



77. Rayons des cercles inscrit et exinscrits. — Soit rie 
rayon du cercle inscrit; en joignant le centre de ce cercle aux 
trois sommets, on décompose le triangle en trois autres ayant 
pour hauteur commune r, et pour bases les trois côtés a^ b^ c 

respectivement; on a donc s = r > ou 



= £ = /ZEI 



— a)(p — b)(p — i 



s •= pr, et r 

Si Ton désigne par a, S, y les rayons des cercles exinscrits 
-au triangle, c'est-à-dire des cercles qui touchent respective- 
ment les côtés a, i, c et les prolongements des deux autres, il 
-<»st aisé de voir que Ton a 

s = {p — a) OL — (p ^ b)Q — [p — c)7, 

-d'où Ton tire 



s 


-.fp^p- 


-b){p- 


-0) 


p^a 


~v 


p — a 




s 

-p-b- 


.^(^ 


-a){p- 
p-b 


-c) 


s 


_jp(p- 


-a){p- 


-b) 



t 



p-^i 



On peut aussi écrire {b? 74) 



a=/?tang--A, 6=/7tang--B, 7 =rj!?tang-C. 

De ces formules on peut en déduire plusieurs autres, parmi 
lesquelles on doit remarquer les suivantes : 



4R=ia-l-6-h7 — r. 



ro6 
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Mésolttlion des triangles rectangles, 

78. Premier cas. — Elant donnés Vhjpoîénuse a et un 
angle aigu B, calculer V angle C cl les deux côtés h et c. 

Les élémculs iiicojiims se détermineront parles formules 

La première fait connaître immédiate aie ni C, et les deux 
autres donnent puttr le calcul logantlimique 

log b Trz loga 4- lo^ sin B, loge = log a -h log coa B, 

79p Deuxième cas, — Étant donnés VhypQténme a et un 
côté b de V angle droit, calculer le ù*oisième côté c et les 
deux angles là et C 

On a ^ pour déterminer les éléments m connus, 

sin B = coiC = -> ^ --a" ~ b^-{a -h b)ia -^ à). 

La détermination directe de T angle C s*ob tient, comme on 
voit, par un cosinus, et ainsi elle ne sera point suscepliblc 
d exactitude, si l'hypoténuse du triangle difîcre peu de sou 
i"été, comme cela arrive fréquemment Dans ce cas^ on peut 
commencer par calculer c, et Tan obtiendra ensuite C par la 

ibrmule 

c 

taugC^^^ 

on aura ainsi, pour le calcul logarithmique, 

logc= - riog(iï-hé) + log(<î— 6)], 

loglangC =^ loge — Jogi, 
On peut aussi calculer C directement comme il sait. En rem- 
plaçant cosC par sa valeur * dans les formules 



sm 



t ^ ^ /î — cosC î ^ /i — 

;^=V -T-' ^"«=*^ = VrT 



^cosC 

CÛSC 
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il vient 

. i^ la — h i_ la — h 

sin-C= 4/ , tang-C= 1/ — --^\ 

l'une quelconque de ces formules donnera l'angle C avec pré- 
cision, mais la seconde est préférable, parce que son emploi 
n'exige que les logarithmes qui servent pour le calcul de c. 

r 80. Troisième cas. — Etant donnés l'un des côtés b de 
l l'angle droit et l'un des angles aigus, calculer le second, 
angle et les deux autres côtés. 

Les éléments inconnus se détermineront par les formules 

b 
B -i- C = QO®, a = -r-— > c=zb cotB ; 
^ sinB 

les deux dernières donnent pour le calcul logarithmique 

loga =z logé — log sinB, 
loge =: logé 4- logcolB. 

l\ 81 . Quatrième cas. — Etant donnés les deux côtés b et c 
' } de l'angle droit, calculer l'hypoténuse a et les deux angles 
' •'. aigus B et G. 

On a, pour déterminer les éléments inconnus, 

b 
cote =: tangB = -, a* = è» -+- c'. 

Cette dernière formule n'est pas calculable par logarithmes : 
on la rendrait telle en faisant usage d'un angle auxiliaire; 
mais cette manière d'opérer revient à calculer d'abord B par 
la formule 

Jog tangB z=logb — log c, 

et à déterminer ensuite a par la formule 

b 
a z= -7-—- ou losa =: iosb — logsinB. 
smB 

82. Exemple. — On donne 

a z= 5892™, 5 1 , é — 5439"*, 24, 
et Von demande de calculer c, B eï C. 
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TYPE DU CALCUL. 

û H- ^ = ii33i,75, û — 6—453,27. 



Calcul du côté c, 

c=y/[a^b)[a-b) 

\0Z[a-hb) 4,0542970 

Iog(û — 6) 2,6563570 



6,7106540 

îogc 3,3553270 

c = 2266"», 35 



On a ensuite 



Calcul de l'angle C. 



tang 



2 Y «-^-6 

— log(«-h6) 5,9457030 

\og(a — h) 2,6563570 

2,6020600 

logtang{C T,3oio3oo 

iC= ii»i8'35»,76 

C = 22«37'll*,52 



B = 90*» — C = 67»22'48",48. 

Résolution d'un triangle rectiligne dans lequel on connaît 
un côté et deux angles. 

83. L'angle inconnu s'obtiendra immédiatement par la ior- 
mule 

A4-B4-C = i8o«. 

Si a est le côté donné, on calculera ensuite les côtés i et c par 
les formules 

asinC 



_ asinB 

O = —, —') 



sinA 



sinA 

84. Exemple. — On donne 

A = 8i«47'i2^5, B = 38°I2'47^5, C = 6o«, a=7oi2"»,24, 

et l'on demande de calculer les côtés b et c, eunsi que la siw- 
Jace s du triangle. 

TYPE DU CALCUL. 



Calcul du côté b. 
, __ gsinB 
~ sinA ' 

logfl 3,8458568 

— logsinA 0,0044774 

logsinB 1,7914024 



logb 3,6417366 

6= 4382'», 65 



Calcul du côté e. 

— ^sinC 

~" sinA 

logû 3,8458568 

— log sinA 0,0044774 

log sinC 7,9375306 

loge 3,7878648 

c = 6i35",7i 
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Calcul (le la surface s. 

1 â'sinBsinC 
s= ^-7 J 

2 sinA 

2l0g« 7,6917186 

logsinB T, 7914024 

logsinC 7,9375306 

— log sin A o ,0044774 

— log2 1,6989700 

iog^ 7,1240940 

5 = 13307423""». 

Résolution d*un triangle rectiligne dans lequel on connaît 
deux côtés ai^ec l'angle opposé à l'un d'eux, 

85. Si a, & et A sont les éléments donnés, on déterminera 
successivement les éléments inconnus par les formules 

. ^ 6 sin A . ^ ^ n asinC 

smB = , A -f-B-4-C = 180°, c:= . ^ . 

a smA 

Lorsque B diflfère peu de go degrés, cet angle ne peut être 
déterminé avec exactitude par le moyen de son sinus 5 dans 
ce cas on calcule d'abord le produit isinA et Ton obtient 
ensuite l'angle B par la formule 

^ , è sin A 

tangB = ± -7= -- ] 

y (a 4- ^sinA) (a — 6 sin A} 



on peut aussi faire usage de la formule 



rang (450 + iB)=±y/^- 



èsin A 
b sin A 



que l'on obtient en remplaçant sinB par sa valeur dans l'équa- 

Cependant ces dernières formules ne peuvent faire connaître 
B avec précision, lorsque cet angle diffère très-peu de 90 de- 
grés et que les données, comme il arrive le plus souvent, ne sont 
pas rigoureusement exactes. Dans ce cas, en effet, une légère 
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erreur dans les élcmeota donnés peut occasionner une erreur 
considérable dans Tangle B. [Foir, Chapitre VI, les Formules 

i ri go nom étt iV/ u es diffèi ent ielles . ) 

"Remarque L — Si Ton a a > è sin A, ex seulement dans ce 
cas, Icii Tables feront connaître pour B une valeur M <^ 90'*, 
mais on pourra prendre aussi B = iSo** — M^ on aura deux 
valeurs correspondantes de C, 

C = 180° — A — M, C ^ H — A, 

et, par suite, aussi deux valenrs correspondantes de c. 

Pour que Taugle M réponde à fa question, il faut et il suffit 
que A -f-Msoit < 1 80 degrés ^ pareillement, pour que 1 8a" — ^ftl 
y réponde, il faut et il suffit que M soit ^ A. Examinons dans 
quel cas ces conditions peuvent être remplies. 

1° Si l*on a A ^ ou/> 90 degrés, la valeur 180°— M de B 
ne peut convenir, et la condition pour que la valeur M donne 
une solution du problème est 

M<t8o«^Â, 

ou, comme les dbux membres sont moindres que 90 degrés, 
sin M <C sin ( 1 80^ — A ) f ïu -<[ sio A . 

c*est-à-dire 

èsitiA ^ , . - ^ 

<rainA on b^^a. 
u 

On voit que le problème ne peut avoir qu*nne solution, et la 

condition pour qu il en admette une est que le coté opposé à 

Taugle donné soit le plus grand des deux côtés donnés» 

a** Si l^on a A <Zgo°^ la valeur M de B convient toujours^ 

mais, pour que l'on puisse prendre aussi B = 180" — M, il 

faut que Ton ail 

M>A, 

ou, comme les deux membres sont inférieurs à 90 degrés, 

sinM>smÂ, 
c' est-a-dire 

> sinA, ou ù <^ n» 
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On voit que, dans ce cas, la condition de possibilité est 
a^b sinA; si cette condition est remplie. Je problème admet 
une ou deux solutions, suivant que le côté opposé à l'angle 
donné est plus grand ou plus petit que l'autre côté donné. 

Les résultats qui précèdent sont conformes à ceux qu'on 
déduit de considérations géométriques que nous croyons inutile 
de rappeler ici. 

Remarque II. — Dans la solution précédente, on ne calcule 
le côté c qu'après avoir obtenu les angles B et C ^ or il se peut 
que, n'ayant pas besoin des angles B et C, on veuille calculer 
directement Je côté c. Pour cela, on peut se servir de la for- 
mule 

a^z=z b^-^ c^ — 2 bc ces A, 

d'où l'on tire 

c^^b cosA zt s/a^ ~ b^ sin' A ; 

mais, pour rendre cette formule calculable par logarithmes, il 
faut employer un angle auxiliaire, conformément à la méthode 
du n** 58, et alors les calculs qu'on doit exécuter sont tout aussi 
longs que ceux auxquels conduit l'application de la première 
méthode. Il y a même plus : le moyen qui s'offre le plus natu- 
rellement pour rendre l'expression de c calculable par loga- 
rithmes consiste à poser (n*' 58) 

ôsinA . 1, X , asinœ 

= sm«>, dou «> r= — / : 

a sinA 

car la valeur de c devient alors 

rt5siiiq>cosA , asin(a)iizA) 

c = ^ zjracos^ = ! - '^ 

sinA sinA 

et l'on voit que l'angle auxiliaire (p, dont on s'est servi, est pré- 
cisément l'angle B du triangle. Il n'y a donc pas lieu de modi- 
fier la solution que nous avons donnée. 

86. Exemple. — On donne 

A = 27*»47'44"»77' ^ = 2199™, 12, bzni 25i 3™,28, 
et l'on demande de calculer B, Cet c. 
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TYPE DU CALCUL. 

Calcul tle Vangte B. 



sinB — 



log^ 3,4002409 

— \0^a î, 657751 1 

logsinA T,668()853 

logsinB T,7'266773 

11 y a deux solutions 

B — 32»i2' i5",23 et B = I47°47'44^77. 



PREMIÈRE SOLUTION. 

B = 32*»I2'25*,23 
Cclrul (h- Fanglc G. 

C33i8o*> — A — B 



A = 27'*47'4r,77 
B = 320i'2'i5",23 

C= I2U"0' O" 

Calcul du côté c, 

as'mC 
c = . ■ 
sinA 

logrt 3,3422489 

— logsinA o,33i3iÎ7 

logsiiiC 7,9375306 



loge 3,0110942 

r/::^4o8.i'%o8 



DEUXIÈME soLUTio::. 

B=i47°47'44",77 

Calcul (le r angle C. 

C = i8o"-A — B 



A= 27°47'44',77 
B^l47°4/44^77 
C= 4°24'3o",40 
Calcul du côté c, 
— ?sinC 
~~ sinA 

Iog« 3,3422489 

— logsinA o,33i3i47 

log sinC 2,8857358 

loge 2,5592994 

c = 362'", 493 



v.\l 



itcsulution d'un triangle recLi ligne dans lequel on connaît 
deux côtés ay^ec V angle compris. 

87. Première méthode. — Soient a, i, C les éléments 
donnes. Pour trouver les angles A et B, on peut employer la 
formule (2) du n*' 73, savoir : 



tanj;-(A-B)::=_ 



:ico.lc; 

b 2 
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cette formule fait connaitre la demi-différence 



i(A-B) = M. 



On a, d'autre part, 



-(A + B)=90«--C, 
et l'on déduit de là, par addition et soustraction, 
A^go®— -C-i-M, 
B=:90«— -C — M. 

Les angles A et B étant ainsi connus, on peut calculer c par la 

formule 

asînC 
smA 

mais il vaut mieux employer Tune des formules (i) du n° 73, 
savoir ; 

*"■" ^y(A- B) ' """ lîi^ï(r^"B7' 

qui exigent seulement la recherche de deux nouveaux loga- 
rithmes. 

Si les côtés a et b sont donnés par leurs logaritlimes, on 

peut abréger le calcul de la fraction 7 qui figure dans la 

valeur de tang-(A — B). Il suffit de déterminer un angle 
auxiliaire cf tel que 

car il vient alors 



^^S?='p 



a-\-b 
et par suite 



a — b , ,^ , 

tang(y — 45°;, 



tang-(A — B)~ tang(9 -45°)cot-C. 



Trig, S, 
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On achèvera, comme ci-dessus, le calcul des angles A et B; 
mais, pour déterminer c, il faudra employer la formule 

asinC 
sinA 

Deuxième méthode. — On peut résoudre le même problème 
au moyen des formules 

csinA=3asinC, 

c cos A =^- è — a cosC, 

et l'on obtient ainsi la solution la plus simple, surtout si, comme 
cela se présente fréquemment dans T Astronomie, a est connu 
par son logarithme, tandis que b est donné directement. Des 
deux équations précédentes on tire pour le calcul logarith- 
mique 

log(dL:tangA) rmloga H-logsinC — log[rjz(è — ûecosC)], 
loge = loga -4- log sin C — log sin A. 

Pour avoir log [ =t ( & — a cos C ) ] , on calculera le logarithme 
de la valeur absolue de a cosC, on en déduira a cosC, et Ton 
aura ensuite, par addition ou soustraction, b — acosC. 
L'angle A étant connu, on obtiendra B par la relation 
A-f-B-4-C = i8o*>. 

88. Exemple. — On donne 

loga = 0,4287591, logé = 0,0008764, C=: 78^28' 7^^,62, 

et Von demande de calculer les angles A et B, le côté c et la 
surface s. 

TYPE DU CALCUL (PREMIÈRE UÉTHODE). 

Calcul de (fl tang<p = 7 ) • 

logû 0,4287591 

logé O5O008764 

log tangy 0,4278827 

(p = 69°3i'36\59 
f — 45"- •24"3i'3û",59 
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Calcul des angles A ei B. 

Ung{(A — B) = lang(<p — 45")cotiC. 

log tang((p - 45') ï,65924a8 

logcotyC 0,0880012 

log tangi( A - B) 1,7472440 

i(A-B) 29«ii'44%75 

i(A -h B) 5o*'45'56*, 19 

A=79"V4o',94 
B = 3i**34'ii",44 

I Calcul de la surface s, 

I I 



Calcul du côlé c, 

as\nC 
f = . . * 

sinA 

log^î 0,4287591 

logsinC 7,9911445 

— logsinA 0,0067003 

loge o,4'a66o39 

c= 2,67057 



-ûr/*sinC. 
2 

loga 0,4287691 

log^ 0,0008764 

logsinC 7,9911445 

— log2 7,6989700 

log,ç 0,1197600 

s= 1,3175 



TYPE DU CALCUL (DEUXIÈME MÉTHODE). 

On commence par calculer b dont le logarithme seul est 
donné; on trouve b = 1,002020. 

Calcul de A, 
r/sinC 



tangA : 



ù — avoîiC 



logtf 0,4^87691 

logcosC 7,3008167 



!og^/cosC..' 7,7296768 

acosC 0,5366076 

^ — acooC o, 4666125 



logfl 0,4287691 

logsinC 7,9911446 

— Iog(ô — flCOsC). . . 0,3320687 



>(/ 



logtangA 0,7619723 

A=79°57'4o*,95 

Pour calculer c, on opère comme dans la première méthode-, 
seulement ici on n'a besoin que d'un nouveau logarithme, 
celui de sinA. 

Résolution d'un triangle rectiligne dans lequel on donne 
les trois côtés, 

89. Les formules du n" 70, qui déterminent les angles 
A, B, C par les côtés, ne sont pas calculables par logarithmes ; 

8. 



I j6 THAITÉ 1>E TRlGONOMftTBIK* 

mais celles du n^ 74 que nous en a vous déduites le sont el 
peuvent être employées pour le calcul des angles. Ou doit pré- 
férer les formides du troisième système, savoir ; 

^2 V pip — a) ^2 V P(p — à) 



'-^z'-s/ '"-:;'-.'" - 



p[p-a) — ■•-^" V p{p-b) 

p{p — c) 

qui déi>ermîuent les angles - A, - B, - C par leurs tangentes . 

Remarque. — Pour que le problème soil possible, il faut et 
il suÛSt que chaque côté soit moindre que la somme des deux 
autres; si cette condition nWt pas remplie, l'une des dîlïe- 
renées p — a^p — b^ P ^^^ ^^^ négative, tandis que les deux 

autres sont positives ; les valeurs de lang- A, . , . sont donc 
alors imaginaires, 

90, Exemple, — On donne 

1Qi% r?.24, h = 438"*, ^65, c = 6i 3^ S-ji, 
et l'on demande da calculer les angles A. B, C et /^ surface s. 

TÏPE DU CALCUL. 



p=l[n-^b-^v) 876,530 

/^ — /î t75,3o6 

p — h. ,,, , 433,tï65 

p—c... ...,....- 362,959 

Cûh'ul (k Pdft^îe A. 



ïog/5 .,.. 1,9417668 

\n%{p — a) 1,2437968 

\^'^{p—b) 2,6417368 

\og{p — €]...., ..,.,. 2,4198881 

Calcul fie Vtmîik B. 



V p'^p-' 



'-M(/>-0 

■a] 

\ù%{p — b) 2,641-368 

log(/J — f) 2,4198881 

— log (7? — a) 5 j7362o32 

— log//, 3 ,0.572332 



.,,,,..,, .,.. , T,875o6i3 

lo^'tang^A..,. ... 1,9375306 

|A = 4o°53' 36^22 
A=Si"^47^t2',44 



-«i»VT3 



\iyg{p — a) 2,2437968 

\Qg[p—€) .,..,.. 2,4ïg888i 

'-log(^ — à) 3,3582632 

- lûg/j 5,0572332 

■■ — ' 1,0791813 

ït^gtang^B ..,.. 7,5395906 

iB- i^^ 6'23',77 
B = 38''ia'47't54 



Calcul ile rangle C* 



Calcul de la surface s^ 



V pip-^) 

]og(// — «) 31,2437968 

log(/j^ !&)..._ :», 64 17368 

— lo-(/j — (-,._, I,58qui9 

— iog;?. , ..,_ 3,o57a33a 



* 1,5228787 

logtaugH' T,76i43y3 

C = 60* 



îog/? 2,9427668 

log(/? — f/)..».... 2,243796^ 

log(^ — ^,1..... 2,6417368 

log(/j — r)., , 2,4198881 

...io,248i8S5 

log.v 3, 1240942 

j - i33o74""î,23 



FériJtcatioH : A -h B -h C ^ i8o" — u'^jOi. 

Cas divers oà les donnéas ne sont pas toutes des eûtes 
ou des angles, 

91 , Le noDibre des problèmes qu'on peut se proposer sur 

la résolutioTi des triangles est indéllni< Nous présenterous ici 
quelques exemple.^. 

Problème I, — Résoudre un triangle, connaissant un 
angle C, le coté opposé c et la somme ou la différence des 
deux côtés a et b. 

L'une des formules (i) du n" 73, savoir : 

a -+* /& ^ cos^(A — B) a~ l* 



sin-lrC 



sinlfA — B) 
I F , ' 



la demi-somme - ( A 
2 ^ 



Élit connaître înxmédîatcment la demi -différence - (A — ^B), 

B ) étant connue, on connaîtra aussi A 

et B; on achèvera ensuite la solution au moyen de celle des 
deux forniultiS précédentes qui n'a pas été employée et qui fera 
connaître a — b si a H- è est donné, ou a -f- è si c^est a —^ h 
qui est donné , 

92. Problème II. — Résoudre un triangle, connaissant 
r angle B, le côté adjacent a et la somme ou la différence 
des deuœ autres côtés. 





Si la somme h -h c est donnée, on connaît p ci p — a; s] cVsi 
la dillerence i — c qui est donnée, on coiinait p — & et /> — c : 
donc on pourra, dans l'un et l'autre cas, calculer Tangle C au 
moyen des formules précédentes. On achèvera ensuite la solu- 
tion par la méthode dti n** 83, ou plutôt par l'une quelconque 
des formules qu^ou déduit des précédentes en permutant les 
lettres A et B, a et i. 

fj i 93. Peobleme liL — Résoudre un triangle, connaissant la 

J \ surface s et les angles. 

On a (75) 







rsinA 
ïsin C 



iinB sirrL ., , / 2jfsi 

—^ — î d on fi r^\I —, 

sinA V smBs 

On calcnlera les côtés b et c par des formules analogues. 



. / 94. Problème IV. — Résoudre un triangle, connahsant le 
\ L p^f^if^ètre et les angles. 

Des formules (3) et (4) dti n° 74 on déduit 



cos^Bcos^C = ti A^^^l^^- 

2 2 a \ bc 



— '= " sin - A, 



d'où 



josinjA 



COSYBctïâjC 

formule qui servira pour calculer a, 

9S. PnoTïLEîffK V, — Résoudre un triangle, connaissant le 
rayon r du cercle inscrit et les angles. 



'f 
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On déduit facilement des formules précédemment données 

p — fl = rcot-A, p — * = rcot-B, p — c = rcot-C; 

on calculera p — a^p — h^p — c par ces formules, et Ton en 
déduira ensuite les côtés a, i, c. 

96. Problème VI. — Résoudre un- triangle connaissant 
V angle C et les sommes c -{-a^ c 4- i obtenues en ajoutant 
le côté opposé c à chacun des deux autres côtés. 

Nous supposerons c -l- a >^ c 4- &. Les formules ( i ) du 
n® 73 donnent 

( (g + ^) -^ (<^ + ^) _^ cos4(A — B) -4- 2 sinyC 

j (c-t-fl)~(c4-6) _ sinl(A — B ) 
\ c cos|C 

d'où 

( \ sinj(A--B) __ (c + a) — {c -h b) i 

^ * cos|(A — B)4-2sin|C ~~ (c 4- a) -t- (c-h b) ^^ 2 

Cette formule (2) ne renferme que la seule inconnue 

-(A — B), et l'on pourra la déterminer par le procédé du 

n° 60, en calculant un angle auxiliaire y compris entre zéro 
et 90 degrés, au moyen de la formule 

(3) tang© =z L -y ^^ j cet- C. 

Or, si Ton considère le triangle formé par les côtés c -j- a, 
c -H i et Tangle compris C, que Ton désigne par A' Tangle op- 
posé au côté c + a, dans ce triangle, et par 6' l'angle qui est 

opposé au côté c 4- i, la demi-différence - (A' — B') sera pré- 
cisément égale à Tangle auxiliaire ^, d'après la formule (2) du 
n^ 73 \ on aura donc 

A' — B' A' -4- B' 1 ^ 
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d*oà 

(4) A'=96o-iCH-ç, B' = 9o»-ic~v. 

Cela posé, Téquation (2) peut s'écrire comme il suit : 

smi(A ~ B) _ sin i(A^ — B')^ 

cos^( A — B j + 2 sin|C "^ ces ; (A' — B' ) ' 

si Ton cliasse les dénominateurs, on trouvera simplement 

(5) sinxi=:2sin-Csin- (A' — B'), 

2 2 

en posant, pour abréger, 

A — B _ A^~B^ _ 
2 2 ~ ' 

on a d'ailleurs 

A -f- B A^ -f- B^ _ 
2 2 * 

et Ton conclut des deux équations précédentes 

(6) A = A'-f-j:, B = B'— r. 

On calculera Tangle x par la formule (5), après quoi les for- 
mules (6) donneront A et B, puisque A' et B' sont connus. 

Pour calculer c, on fera usage de la deuxième équation (i)^ 
qui donne 

^^' '- sin(7 + .rj ' 

et Ton aura enfin a et i par les formules 

(3) az=z\^c-\-a) — c, è = (c -+- ô) — c. 

Le triangle auxiliaire dont nous avons fait usage est tou- 
jours possible, quelles que soient les données c 4- «, c 4- i, C ^ 
il en résulte que l'équation (5) donnera toujours des valeurs 
réelles de x\ car on peut la mettre sous la forme 

( 9 ) sinar =3 sin A' — sin B' , 

et Ton voit que son second membre est compris entre zéro et i . 
Cette équation a une racine x comprise entre zéro et 90 degrés ; 
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G est la seule racine qui puisse convenir k notre problème, cat' 
B' éUiit un angle aîgu, à cause de iV^ B', la valeur de U 
fournie par la deuxièuio équation (6) ne peut être positive 
que si x est inférieur à qo degrés. iMais on volt de plus que le 
problème proposé n'est possible que si la valeur de x com- 
prise eutre zéro et go degrés esi ialern^ure a B'^ condition que 



iious pouvons exprimer par rinégalité sinx<^sinB'j ou, à 



cause de Téqualion i 9^ , par 

sinA' <; ^sIqB', 
et cette dernière inégalité équivaut elle-même à la suivante ; 

(c ~ha)<;a(cH- /^). 

Telle est la condition nécessaire pour que le problème soît 
possible^ je dis d'ailleurs qu'elle est suflisante. En ellel, si elle 
est satisfaite, les v^ïcurs de A et de B seront positives; de plns^ 
leur somme sera inférieure à i8o degrés j la valeur de c tirée 
de l'équation (7) sera elle-mènie positive, et il est évident 
que CCS valeurs rendront les équations (i) identiques. Cela 
posé, supposons que Ton demande de résoudre un trîani^le 
avec les éléments A, B, c que nous venons de calculer; ce 
problème est toujours possible, et, pour le résoudre, on peut 
évidemment faire usage des équations (i), desquelles ou tirera 
nécessairement les valeurs données c -ha, c -h J. 

Rez^i ARQUE. — Si Ton a c-h^ ^c-f-i, les angles ^ et x se 
réduisent à zéro; on a A ==: B = A'= B'. Dans ce cas, la for* 
mule (7) ne peut plus servir pour le calcul de c\ il faut alors 
recourir a la première des équations (i)^ qui donue 

doù 

c^a siûJ-C — 7 _ t;mgf|C — i5^) 



siu^C- 



tiiUg(|C + iG*) 



^ Mang(|C~hi5"/ 

le — a sera domjé par cette formule ^ on en déduira ensuite a et c- 
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Du quadrilatère inscriptible. 

97. Nous croyons devoir encore indiquer ici comment on 
peut calculer les angles, Taire et les diagonales d'un quadrila- 
tère inscriptible, quand on connaît les quatre côtés. 

Soit ABCD {fig. 19) un quadrilatère inscrit, dont nous re- 




présenterons les côtés AB, BC, CD, DA par a^b^c^ rf, les diago- 
nales AC et BD par j: et j^, Taire par 5, le rayon du cercle cir- 
conscrit par R, et les angles par les lettres qui marquent leurs 
sommets. 

Les angles B et D étant supplémentaires, leurs cosinus 
sont égaux et de signes contraires*, on a, par les triangles ABC 

et ACD, 

( X* r= a* -H 6' — 7.ab cosB, 

(0 



x' — c' 4- r/» -H 2c^/cosB, 
et Ton tire de ces équations, en éliminant j:, 

(2) COsBrzr -r 

Cette formule n*est pas calculable par logarithmes, mais on 
peut en déduire une qui le soit. On a 

1 _ ï — cosB I „ I -t- cosB 
sm' - B = 1 cos' - B = ; 

2 2 22 

en remplaçant cosB par sa valeur, il vient 

. ^i _(c-{-dY — (a'-'bY _[ — a-hb-{'C-hd){a^b-{-c-hd) 
sm»~B— ^(ai,_^cd) "■ ^ab-hcd) ' 

^1 _(rt-t-ô)» — ^r — r/)»_(û-4- b' ^c-^d){a'hb-hc-'d) 
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Désignons par 7,p le périmètre a-^b-^c-^d^ on aura 
a-{-b + c — d = !i{p — cî) , . . . et, par suite, 

(3)siniB=i/^^Hîn^), coslB = i/EÎI5EZ). 
^ ' 2 V ah -\- cd 1 V ah'\-cd 

En divisant ces formules (3) Tune par Tautre, on obtient la 
suivante : 



(4) ^'""«î^^^y! 



{p-c){p-d)' 



qui est calculable par logarithmes. On aura de même, pour 
calculer Fangle A, 

Les angles du quadrilatère étant connus, on aura les diago- 
nales par Tune des méthodes du n*' 87. Quant à la surface 5, 
elle est la somme des surfaces des triangles ABC et ADC-, on 
a donc (n«> 75) 

s.— -iab -{- cd] sinB : 
2 ' 

on a d'ailleurs, en multipliant les équations (3) Tune par 
l'autre, 

3i„B = . ^[p--)ip-l>)(p-c)iP-'i). 
ab -{- cd 
donc 



(6) s=s/(p-a)(p^b)(p-c){p-^d). 

Si l'on suppose que le côté d se réduit k zéro, cette formule 
donne celle qui exprime Taire du triangle en fonction des 
trois côtés. 

Si Ton veut calculer directement les diagonales ce et j^, on 
portera dans Tune des équations (i) la valeur de cosB tirée de 
l'équation (a); il vient alors 

j_ cd{a^ -f- b^) -+■ ab (c' -\- d'') 
ab -\- cd 
ou 

(flc-f- bd)[ad-\-bc) 



(7) ^'- 



ab -^cd ' 
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on aurait da même 

mais cps formules (7) ut (8) ne sont pas calculables par loga* 
rithmes. 

En multipliant et en divisant les équations (7) et (8) Tiine^ 
part*autre, oa a 

(9) .TX = ac-hbd, ^= ^ , 

y ai> + cd 

formules cjui expriment deux théorèmes connus de Géométrie, 

On peut enfin exprimer le rayou R du cercle circonseiit en* 

fonction des quatre côtés. On a, en eifet (n*^ 76), 

R = -^, 



^(flC + bd] { ah -h cd) [ ad -^- hr \ 



^Sl{p-a){p^b){p^c) p-d) 

Opérations sur le terrain. 

98. TniAJN'GULATioN, — Lorsqu'on veut exécuter avec quel- 
que précîsioD le plan d*un terrain, d'une ville, t'ic, il est in- 
dispensable d^appuycr le Ic^'é sur une tritingulation calculée. 
On nomme aiusi Topération par laquelle on détermine les 
valeurs de tous les élénients d'une suite ou d'un réseau de 
Iriangles juxtaposés et raltachautlesuns aux autres des points 
clioisis à volonté sur le terrain. Toutefois, lorsque le terraiiï 
nVst pas parfaitement liurizonlal, ce qui est le cas le plus or- 
dinaire, il faut ima^ritier que le réseau soit projeté sur un plan 
borizontal situé au-dessous^ ce sont les éléments de cette pro- 
jection, ou, comaie Ton dît, du réseau réduit à tkorizot^^^ 
qu^il est important de connaître et que Ton détermine. ^^ 

Tous les angles des triangles sont mesurés par le moyen 
d'un înstrtunent, le graphometre^ ou mieux le théodolite, 
qui donne les angles tout réduits a lliorizon- Maïs une seul*^ 
ligne est mesurée direclement à l*aide de la chaîne d'arpen~ 
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teur ou d'un appareil de règles; on la uoLniue la base. Les 
autres côLes des triangles sont détcrmiués par le calcul. 

11 est irès-iniporlant de clioîsîr avec disccrn émeut les points 
qui doivent former le réseau trigonométriquc, afin de n'avoir 
que des triangles avantageux^ c'est-à-dire des triangles dont 
aucun angle ne soit trop aigu, 11 est aisé de voir, en elïet, 
<)u*un point est mal déterminé quand il est donné par Tinter- 
section de deux droites faisant entre ellts un très-petit angle^ 
en ce sens que la plus légère erreur sur la valeur Je Tangle 
peut produire une erreui* considérable relativement à la situa* 
tîon du point. Voici la marche généralement adoptée pour 
trîanguler. 

Après avoir étudié le terrain qu on se propose de lever^ on 
^^oisît un point central O {J^g^ 20) qui puisse être aperçu de 





loin, comme la pointe d*un cloclier^ ou un signal placé sur un 
iiàtînient élevé, ou même un si 01 pie jalon muni d'un signal, si 
le terrain esl découvert. On choisit ensuite, en deçà des limites 
du levé, cinq ou six points ou plus. A, B, C, D, E, 1^\ desquels 
on puisse voir le point O, et tels, que les triangles ABO, 
BCO, » . - soient avantageux. Il importe aussi que l^un des 
côtés du polygone ABCDEF, h& par exemple, puisse être me- 
suré directement et pris pour la base. 

Le côté AB du polygone étant connu et les sommets ayant 
été niai^qiiéâ k Taide d'une perche ou d'un signal quelconque, 
5n stationne successivement en chacim de ces sommets. Au 
jxïint A on mesure les angles OAF et OAB, au point B les 
angles OBA et OBCj • . . , eniin au dernier sommet F les angles 
OFE et OFA. De ces mesures on conclut faeilcuienl chacun 
ides angles en 0, qu'il est alors inutile de mesurer directementj 
■pourvu que les angles observés aient été déterminés avec une 
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exactitude suffisanle. On s'assurera de cette exactitude en ad- 
ilîtionnaut tous les angles observés et en comparant la somme 
avec celle des aii^liïs du poly^^one qui est connue d*avance. 
(Si le polygone a six cotés, comme celui delà tlgure, la somme 
des angles est i8o"x4ou72(» degrés,) La diderence entre 
les deux âoinmus, divisée par le double du nombre des côtés 
du polygone, sera l'erreur moyenne des observations. Lorsque 
cette erreur moyenne surpasse celle qu'on doit attendre de 
rinstrument employé, il faut recommencer Topéraiion^ dans 
le cas contraire, on peut ronsidérei' les observations comme 
exactes et se dispenser de la mesure directe des angles en O^ 
mnîs alors on corrige les angles observés en augmentant ou 
en diminuant clirieun d'eux de Terreur moyenue dont nous 
venons de parler. 

Les mesures une fois prises et corrigées comme il vient 
d'être dit, il reste a faire le calcul des triangles. Le premier 
triangle ABO, dans lequel on connaît le côté Alî et les angli'S, 
fera connaître les cotés AO et BO (premier cas des trian(;les 
obliquangles) ; le deuxième triangle BCO, oii l'on connail 
maintenant le côté OB et 1l*s angles, fera connaîlie HC et COï 
le troisième CD et DO,^. .5 enlin le dernier FA et AO. Ici 
on a un moyen de vérification des opérations^ caria valeur du 
côté AO, finir nie par le dernier triangle, doit être la même 
que celle qui est donnée par le premier. 

Ce premier réseau de triangles constitue ce que l'on nomme 
le canevas principal. Tons ses cotés peuvent servir à leur tour 
de bases pour relever d'autres points, et, comme ils rayonnent 
dans des directions diverses, on jiomTa toujours s'arranger de 
manière à n'avoir que des triangles avantageux. Ainsi on re- 
lèvera les points G et H en les rattachant an côté AB, et en 
mesurant simplement les angles en A et cji Bdes Liiangles ABG 
ri ABH^ on calculera ensuite les côtés de ces tnangles. Pareil - 
1 Liment, on relèvera les points I et J en les rattachant au côté 
CD Ju polygone principal, et le point K en le rai trichant au 
roLé ED* Enfin les côtés de ces triangles secondaires étant con» 
nus, on peut les prendre eux-mêmes pour bases ^ par exemple^ 
on peut relever le point L en le rattacliant au eôté EK. 



\ 



I 



Si la nature du terrain ne permettaît pas de prendre pour 
base i*un des côtés du poljgoue principal , on mesurerait 
(juL^que part une base qui put être rattaclire h l'un de ces 
côtés, AB par exemple, par un ou deux: triangles au plus. Le 
calcul de ces triangles ferait connaître AB, et Ton continue- 
rait ropération comme si le côté AB avait été mesuré dirac- 
lement. 

Souvent on prend pour polygone principal un simple trian- 
gle, et, pour la base, Tun des côtés de ce triangle. Dans ce 
cas, on mesure les trois angles directement; si la somme des 
angles observés ditfère de i8u degrés, on prend le tiers de la 
différence entre cette somme et 180 degrés : c'est Terreur 
moyenne des trois observations. Si celle erreur moyenne est 
admissible, on corrige les angles observés coaime il a été dit 
plus haut, puis on résout le triangle* Les trois côtés une fois 
connus, on relève tous les points que Ton veut connaître en 
les rattachant à Tuu des côtés de ce triangle. 

Nous allons traiter, en terminant, quelques questions qui 
se présentent fréquemment dans l'arpentage et dans le levé des 
plans. Dans toutes ces questions, les données sont une base 
qu*ou peut mesurer avec la cUaîtie, et des angles pour la mesure 
desquels on peut employer un simple grapliomètre. 



I 



Problèmes de 7rigonornétrîe pratique, 

99, Problème 1. — Trouver la hauteur d'une tour dont le 
pied est accessible et dont la base est sur un terrain à peu. 
près horizontale 

Soient (fig^ 2 ï) S le sommet de la tour et SA sa hauteur. On 
emploiera un grapliomètre que Ion disposera en un lieu dont 
la distance a la tour ne soit ni trop grande ni trop petite par 
rapport à sa hauteur. On placera le limbe verticalement, de 
niaiaière que sou plan passe par le sommet de la tour et que 
son diamètre soil liorizontaL On fera tourner V alidade jus- 
qu'à ce qu on aper^joive, sur le milieu du fil de ses pinnules ou 
de sa lu nette j le sommet S de la tour^ et Ton évaluera Tare ab 
du limbe compris entre le diamètre horizontal et l'alidade; ce 
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^cra r angle C du triatigle rectangle SCD. On prendra ensuite 
sur le terraiTi, à l'aide d'un fil à plomb, la projection B du 



t il 



^:entre de rhistrurnent ; à partir de ce point B on tracera un 
alignement dans la direction du diamètre Co, et Ton mesu- 
rera avec la cliaîiie la distance liorizontale BA comptée dans 
cette dircclion.j depuis le point B jusqu'à la tour. Couime 
CD = BA, on conuaitra, dans le triangU^ rectangle S€U, le 
■côté CD et l'angle aigu SCD^ on pourra donc calculer SD., et 
en ajoutant AD ou BC, qui est la hauteur du graplioniètre, on 
aura la hauteur cherehc-e. 

100. PuoDLEMK II. — Xrouyer la hanletir d'une four doNt 
le pied est inacces.^ible, mais dont la base esl sur un terrain 
à peu près horizontal. 

Suit {Jig- 22] AS 1 a hauteur de la tour du pied de laquelle on lîc 

Fig- 23* 



(peut approcher. On placera le graphomètrc en un ccrtini 1 
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et^ comme dans le problème précédent, on disposera le Jimbe 
verticalement, de manière que son diamètre soit horizontal et 

que son plan passe par le sommet S. On dirigera Talidade de 
rin.sii'umeut vers le sommet S, el l'on évaluera Tangle SCD. 
On tracera ensuite un alignement BB' dans la direction du 
diamètre horizontal Ca et Ton transportera le graphomèlre 
parallèlenjenl à lui-même, de manière que son centre se trouve 
projeté en B'; alors on dirigera de nouveau Talidade de T in- 
strument vers le point S, et Ton évaluera Tangle SC'D, Enfin 
on mesurera avec la chaîne la ligne BB'=^ CC^ 
Ces mesures prises, le triangle S CC donne 

se sinSC^D ^. , _ BB^sinSC'B 

d on SG =^ 



BB' ^ sin(SCD-"SCDj " ain(SC'D — SCD)' 

le triangle rectangle SCD donne aussi 

SD = SCsinSCD; 

donc 

^„ BB'sinSCDsinSC'D 
siii(SCD — SCD; 

On calculera SD par la formule 

ïogSD = If^gBB' T- lûg sinSCD -h logSC'D — log sin(SC'D — SCD), 

et, en ajoutant eiisuite au résultat la hauteur du graphomètre, 
on aura la hauteur demandée. 

Iftl. Peio BLEUE III. — Trouver la Imalmir d'une mon- 
tagne. 

Soit SU [Jfg* a3) la hauteur qu*il faut mesurer. On prendra 
deux stations A et B, dont l'une A soit à peu près dans le plan 
horizontal du pied de la li auteur SH, et telles qu'on puisse me- 
surer aisément avec la chaîne la distance effective des points 
A et B. On placera le graphe mètre à la première statitm, de 
manière que le centre du limbe soit en un point C de la ver- 
ticale du point A^ et Ton plantera en B un jalou muni d'un 
signal D^ on amènera le plan du limbe à passer parle point S 
el par le si^^nal D; ou mesurera alors Faiigle SCD en dirigeant 
Trig s. 9 
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successivemont Talidade vers le point S et vers le signal D^ 
puis, sans déplacer le pied de rinsttuinent, on placera le limbe 



vertîcalemenl^ de manière que sou diamètre soît horizontal 
et que sou plan passe toujours par le point S^ ou dirige ru 
l*alidade vers le point S^ et l'on évaluera Tangle SCK qu'dli" 
forme avec Je diamètre du limbe. Enfin on transportera riu'. 
strument à la seconde station, de manière que son centre 
occupe le point D projeté eu B, et Ton plantera au point A li* 
jalon qui était en B^ puis, en opérant comme précédemment, 
on mesurera T angle SDC. 

La base AB ^^ CD ayant été mesurée avec la chaîna, comme 
il a été dît plus liant, on connaiira le côté CD et les angles du 
triangle SCD : ce triangle donne 



se — 



ABsinSDn 



sifkCSD ' 

puis le triangle rcctanj<f!e CSK donne 
SK = SCsinSCKi 



donc 



SK = 



AlisinSDCsinSCIÎ. 
sin CSD 



et 



logSK = log AB -h log stD SDC -h Ing slnSCK ^ bgsïaCSD, 



On calculera SK par cette formule, et, eu ajoutant ensuite au 
résultat obtenu la liauteur AC :== KH du grapliomclrc, on aura 
la liant en r cherchée. 
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102. Problème IV. — Trouver la distance d'un point à 
un point inaccessible. 

Soient C (fig* 24) le poînt où Tobservateur peut stationner, 
A le point inaccessible et AC la distance demandée. 

Fiff. 24. 




On mesurera, avec la chaîner, une base CD quelconque, à 
partir du point C \ on mesurera ensuite avec le grapliomètre 
les angles ACD et ADC, desquels on déduira la valeur de 
l'angle CAD^ enfin on calculera le côté AC par la formule 



AC = 



CDsinADC 
sinCAD 



103. Problème V. — Tr ouvrer la distance de deux points 



inaccessi 



ibles. 



Soient A et B [fig* 24) les deux points inaccessibles dont 
on veut déterminer la distance. 

On mesurera, avec la chaîne, une base CD sur la portion du 
terrain où Ton peut stationner; on mesurera ensuite avec le 
graphomètre les cinq angles BDC, ADC, ACD, BCD et ACB. 
Alors, dans les triangles ACD et BCD, où l'on connaîtra le 
côté CD et les angles, on pourra calculer les côtés AC et BC. 
Cela fait, on connaîtra, dans le triangle ACB, T angle C et les 
deux côtés qui le comprennent ; on pourra donc calculer le 
côté AB, et la question sera résolue. 

9. 
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Voici le moyen le plus simple de diriger le calcul. Nous 
désignerons, comme à l'ordinaire, par A, B, C les angles du 
triangle ABC, et par «, i, c les côtés respectivement opposés; 
nous ferons de plus CD = d. Les triangles BCD et ACD don- 
nent respectivement 

_ </sinBDC /fsinADC 

^~" sinCBD ' — sinCAD ' 

d*où 

loga = log^ -f- log sinBDC — log sinCBD, 

log6 =r: log^ + log sin ADC — log sinCAD. 
Si maintenant y désigne un angle auxiliaire, tel quo 

tang<p = ^, 

le triangle ABC donnera (87) 

tang - ( A — B ) = lang(7 — 45*») cot f C. 

L*angle (f se calculera d'abord par la formule 

log tang^ = log« — logé, 
ou 

( log tangy = log sinBDC H- log sinCAD 

^ ' ' 1 — log sin CBD — log sin ADC, 

puis on aura ensuite Tangle - (A — B) par la formule 

[i ) log tang - (A — B) = log tang(<p — 45**) 4- log cot - C. 

Connaissant A — B et A H- B, on pourra calculer Tangle A, 
et Ton aura enfin la distance cherchée au moyen de la for- 
mule 

asinC 
smA 
d'où Ton déduit 

j loge = log^ -h log sinBDC -—log sin CBD 
1 + log sinC — log sin A. 
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RjsMAEQtJB. — Il est nécessaire ) comme nous Favons dit, de 
mesuier direcieroent Tafigle ÂCi3 \ car cet angle n'est égal à la 
dîiïerence des angles ACD et BCD qoe dans le cas très-parti- 
culier où les quatre points A^ B, C^ D sont dans uu même 
plan. 

104, Problème VI. — Par un point accemBle sur un ter* 
rain uni, tracer une droite parallèle aune droite inaccessible . 

Soient {Jig^ aS) Cle point accessible et AB la droite inac- 
cessible^ on opérera comme dans le problètuu précédent, poui^ 



calculer Tangle CAB. Cet angle étant connu, on disposera un 
grapliomètre en C, de manière que le diamètre du liuibe soit 
dirigé vers CA, et Ton fera mouvoir T alidade jusqu'à ce que 
l'arc du limbe, compté à partir du diamètre, soit égal au sup- 
plément de l'angle CAB; enfin on tracera un alignement, avec 
des jalons, dans la direction de Talîdade, et Ton aura ta li^ne 
demandée CE, 

103» PaoBLEME VIL — Prolonger une ligne sur le terrain 
au delà d'un obstacle ^ui empêche de voir la direction de 
cette ligne. 

Soit {Jig^ 2^) AB la droite dont il s'agit de tracer le prolon- 
gement au delà de Tobstacle O, Ou mesurera, avec la chaîne, 
la longueur AB ^ ou prendra ensuite une citation £^ qu'on puisse 
apercevoir des points A et Bj et de laquelle on puisse voir le 
terrain où doit se trouver le prolongement de AB, Des points 
A et B on mesurera les angles A et B du triangle ABE, et Ton 
calculera le côté AE; a partir du point E, on tracera un alî- 
gnemeul EF dirigé vers la partie du terrain qui est au delà de 
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robstacle O, On mesurera Tangle AEF, et, si C désigne le 
point de-rencontre de l'alignement EF avec AB prolongée, on 

Fig. 26. 
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connaîtra, dans le triangle ACE, le côté AE et les angles : on 
pourra donc calculer EC et Ton aura ensuite, avec la chaîne, 
le point C sur le terrain 5 puis, traçant un alignement CD qui 
fasse avec EC un angle égal au supplément de ACE, on aura 
le prolongement cherché. 

Si la droite AB était inaccessible, on se servirait d'une base 
auxiliaire menée par le point E, pour mesurer les éléments du 
triangle ABE, comme dans le problème V. 

106. Problème VIII. — Trois points K^^^ C [Jig- 27) étant 
situés sur un terrain uni et rapportés sur une carte, déter- 
miner sur cette carte le point M, d'où les distances AB et BC 
ont été vues sous des angles a et 8 que Von a mesurés. 

Fig. 27. 
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Le point M est à Tintersection des segments capables des 
angles a et 6, construits sur AB et BC respectivement; mais il 
s'agit ici de rattacher ce point par des éléments calculés aux 
points donnés A, B, C. 
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Soient AB=--fl, BC = A, et prenons pour inconnues les 
angles MAB=:=x et MCB = 7 - Les triangles AMB et CMB 
donnent 



d'où 



siiia sino 



asina^ ^sinr sinx ^slna 
— -^ et 



sina sin6 sin^ asinC 

Soit (f un angle auxiliaire, tel que 

^sina 
tangy 



on aura 



d'où 



ou (18) 



a siu 6 ^ 



sinjr 

-^ — = tangç, 

sinj 



sin jr — sin/ tang^ — i 

sinj: -f- sin^ tangy -i- i ' 



tangl(x~.r) ^ t(ingy~tang4 S» ^ , _ ,5^, 
tang|(jr-H^j 1 4- langytang45« ^^^ ^ '' 

On a d'ailleurs, en désignant par &> l'angle ABC, 

-(.r 4-^') =1800 ; 

a 2 

donc 

tang- (a: — ^) = tang(y — 45*) tang ( i8o*> ^ j . 

Au moyen de cette formule, on calculera l'angle - (x — y) et, 

comme - (x-i-y) est connu, on connaîtra aussi les angles x 
ct^ qui déterminent la position du point M. 

Remarque. — Si l'un des facteurs de l'expression de 
tang - {x — j) est nul sans que l'autre soit infini, les angles x 
et y sont égaux entre eux. Mais si le second facteur est infini, 
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le premier est nul et la valeur de taiig - (x — y) se présente 

sous la forme-' Ou peut vérifier que, dansée eas, le problème 
est elTectivement indéterminé. En eifet, pour que le facteur 

/' ^ a -k f ^- w \ 

tûii2^ tSo** 

\ 2 ; 

soit infini, il faut que Tofi ait 

a -T- ê H- w ^ l8o°, 

ee qui est la couditiou pour que le quadrilatère ABGM soil 
inscnptible; par conséquent, dans le cas que nous cansidé- 
runs^ les deux segments capables des augles a et fi, dout Tin- 
tersection détermiue le point M, coïncident. Alors le facteur 

tang ({f — 4^" ) ^s^ 11^1 T *^^ eifet, on a tang y = ^—7 • -r— ; 

mais -;— T et -: — sont les dianicti-es des cercles circouscrits 

sifiÇ sma 

auK triangles ABM et BCM (76], et, puisque ces deux 
cercles coïncident, ou a tango ^=j^ par suite qp= 45° ^^ 
tang {9 — 45''; =0, 

QUESTIONS PAO Posé es. 

I. Quel doit être le rayon d'un cercle^ pour que la différence entre un 
arc de 10 mètres et sa corde soit plus petite que 1 millimètro? 

n. Résoudre tiu triangle ^ connaissant la base, la hauteur et la diflié^ 
rencé des angles à la base* 

ni. Résoudre un triangle^ connaissant les trois hauteurs. 

IV. Résoudre un triangle, connaissant le^ rayons des cercles exinscrits. 

V, Calculer Taire d'un trapèze dont on connaft les quatre côtés. 

Vî. Construire un triangle équilatéraî dont les sonaniets reposent sur 
trois circonférences concentriques, eu sur trois droites parallèles situées 
ou non dans un même plan. 

VO. Par un point 0, pris sur le prolongement du diamètre AB d'un 
cercle ayant C pour centre, on mène une sécante OMM', et l'on demande 

de démontrer que le produit tang-MCO,ta:ig-M'CO est constant, queUfi 

que soit la sécante menée par 0^ 
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Vni. Quatre droites OP, OA, OQ, OB, issues d'un môme point, sont 

VK OA 
•coupées par une sécante PAQB ; démontrer que le rapport p5 ^ ^ ^ ^"^ 

valeur constante. 

!X. Quatre plans OP, OA, OQ, OB, menés par une môme droite 0, sonl 

PA OA 
rencontrés par une sécante PAQB ; démontrer que le rapport ^^ : —^ a une 

valeur constante. 

X. Trouver les surfoces des polygones réguliers de n côtés, inscrit et 
circonscrit au cercle de rayon r en fonction de n et r. Déduire de là les 
relations connues entre les surfaces des polygones réguliers inscrit et 
circonscrit de n et de in côtés. 

XI. Si le triangle ABC est rectangle en A {voir la figure du n° 68], et 
que l'on abaisse la perpendiculaire AD sur le côté BC, on a, comme on 

3 

AR RFi 

^t, — j = ;^» On demande si cette relation peut subsister quand 

AC ^ 
l'angle A n'est pas droit . 

XII. Démontrer que, si les bissectrices de deux angles d'un triangle sont 
égales entre elles, ces deux angles sont eux-mêmes égaux. 
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CHAPITRE IV. 

miGONOMÉTRIE SPHÉRÎQUE, 



Objet de la Trigonométrie spliérique. 

107. La Trigonométrie sphérîcpe a pour objet la résûlution 
des triangle^ sphëriques. 

Les côtés des triangles sphériques sont générak tuent éva- 
lués^ de même que les angles, en degrés, minutes et secondes-, 
mais, quand on connaît le nombre des degrés contenus dans 
Tun des côtés ^ on trouve facilement, si ron en a besoin (48) le 
rapport de ce côté au rayon de la spbère. 

Nous ne considérerons que les triangles spUérîques dont les 
côtés sont moindres que i8o degrés, en sorte que, si ABC est 
un triangle sptérique tracé sur une sphère dont le centre estO, 
en joignant ce point O aux trois sommets, on formera un 
angle trièdre dont les angles plans et les angles dièdres seront 
respectivement égaux aux cotés et aux angles du triangle sphé- 
riqué. 

Nous désignerons toujours par A, B, C les angles d'un 
Irîangle, et par a, A, c les côtés respectivement opposés. 

RelatioTÈS entre les angles et les côtés d'un triangle 
sphériffue* 

108, RlLATlOnS ENTRE LE§ THOIS CÔTÉA et tîH AWGLK, Soît 




ABC (fig- a8) un triangle spliérîque tracé sur une spbère 
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quelconque dont le centre esl en O, et dont nous prendrons le 
rayon pour unité ; nous supposerons que les côtés A et c soient 
moindres ckaéun que j^o degrés. Joignons le centre O aux 
trois sommets, et menons aux arcs AB, AC les tangentes AD, 
AE, qui rencontrent en D et E respectivement les rayons OB 
et OC prolongés. On a 

AD = tangc, OD — sécc, AE = tang b, OE = sec b, 

et 

DAE=A, DOE=r^. 

Cela posé, les triangles rectilignes DAE et DOE donnent 

DE = AD ' -h AE '— 9. AD . AE cosDAE, 
DË'=ÔDVôiË'— oOD.OEcosDOE; 

en égalant entre elles ces deux valeurs de DE , il vient 

a.OD.OEcosDOEnr (Ôd'— Âd')-I- (ÔË*— ÂÊ*) 
-f- aAD.AEcosDAE, 

ou 

%écb sécc cosa == i + tang^ tangc ces A, 

ou enfin, en multipliant de part et d'autre par cos& cosc, 
U cosa = cos^ cosc H- sine sine cosA. 

Telle est la relation qui existe entre Tangle A et les trois côtés. 

109. Nous avons supposé les côtés i et c inférieurs à 90 de- 
grés, mais la formule que nous avons obtenue est générale. 
En effet, supposons d'abord c ]> 90", mais b <^ 90®, et pro- 

Fig. 2f). 




-^B 

longeons les arcs de grand cercle AB et BC [fig- 29) jusqu'à leur 
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rencontre en B'; si Ton fait AB'= c', CB':= a\ le triangle A B'C 

donnera 

cosâ'^cosècosc' -+- siab sinc'cosB'AC, 

car les côtés c' et b sont moindres que 90 degrés. Remplaçant 
■a\ c' et B' A C par leurs valeurs 1 80** — a, 1 80° — c, 1 80® — A, 
-et changeant les signes des deux membres, on a 

cosa = cosb cosc -H sin^ sinccosA, 

•ce qui est la formule obtenue au n° 108. 

Supposons maintenant h^go^^ ^>9o*^î et prolongeons 

Fijj. 3o. 
1 
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les côtés AB et AC {fig, 3o) jusqu'à leur rencontre en A'; si 
l'on fait A'C = i', A'B = c\ le triangle A'BC donnera 

cosrt = cosô'cosc' -h sinô'sinc'cosA', 

«t, en remplaçant b\ cf et A' par leurs valeurs 180** — 6, 
1 80** — c, A, on retrouve la lormule 

cos« := cosft cosc -t- sin ^ sinccosA. 

Enfin, comme celle-ci a lieu, quelque petits que soient les 
^compléments de b et de c, à 90 degrés, on peut en conclure 
qu'elle subsiste encore à la limite, lorsque Tun des côtés b et c, 
ou tous deux, deviennent égaux à 90 degrés. 

De la formule qu'on vient d'établir on déduit deux autres 
formules semblables par de simples changements de lettres. 
On a ainsi les trois équations 

( cosa rzz cosb cosc H- sio^ sioc cosA, 

(1) < cosè :=r cosacosc -hsinasinc cosB, 

I cosc = cosa cosé+sinasin^cosC, 



î 
I 
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cpi'on doit regarder conimc les forniules fondamentales de la 
Trigonomélrîe sphérique. Il ne saurait exister, en eilet, entre 
les éléinenls d*iin triangle une relation distincte des précé- 
dentes^ car^ autrement, vn ëliînînant les angli^s A, B, C à 
Taide des formules (i), on obtiendrait une relation non iden- 
tique entre les trois côtes, ce qui est absurde. Mais on peut 
des relations (i) déduire plusieurs antres formules qu'il est 
indispensable de connaître, et que nous allons établir. 

ilO. Relations EWTaE deux c6tês et les angles opposés. 
— Pour avoir une relation entre les côtés ^j è et les angles 

A, B, il sufQt d'éliminer c entre les deux premières des équa- 
tions (i]^ ceLLe élimination se fait dVne manière très-simple, 
en introduisant dans le^ équations (i) les sinus des angles A^ 

B, C à la place des cosinus. 

La pretnière des équations ( i ) donne 



d^ôù 



cosA^ 



sin'A :^ I — cas' A ^ 



cos«i — ciisé co^c 



sine si oc 



sm'Â.sin'c — (cosrï — cas ^ rose )^ 



(ï — cos^b) (i — cos'*:) 



siti'Âsin*c 
— [ca&a — cos/j cosf ;^ 



I — Gos'a — cos*/j — cos'c + 3 cn^a c/ïsâ cosc 



sin'^sin^c 
» et, par conséquent, 

sin'A î — cos'û ^ cos^ l^ — cos'c -h i cosa cm If cnsc 



sm^d: 



sin'asiii'èsiii'c 



sin^A 



Cette valeur de . ^ ■ ne change pas quand on permute le& 



sm' a 



lettres a, i, t'^ il en résulte que les équations (i) donneront 

Il * 1 sin'B âin'C , „, 

La même valetu* pour . Yj,- et pour -. -■ \ par conséquent 1 e- 

limination que nous avons en vue se fait d'elle-même. Enfin. 

comme les angles et les côtés d*un triangle sont moindres- 
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que i8o degrés, leurs sinus sont positifs, et Toit a 



(a) 



sin A HinB sinC 



SUlff 



sin^ 



formule qui exprime que, dans tout iriangle spht^rique, £r 
sinus des angles sont proportionnel aux sinus des cotés 
opposés. 

111. Relations ewtee cinq élémfjvts. — Ou obtient des 
relations très-utiles entre cinq élëments en prenant la valeur 
du cosinus par rapport auquel est résolue Tuiie quelconque 
dea équations (i), et en substituant cette valeur dans les deux 
autrL's équa lions. Par exemple^ si Ton porte, dans la pix^oiièri* 
des formules (i), la valeur de cosc tirée de la troisième, il 
vient 

coSii := cosa cos' è -h sïn lï sin è oos & cos C h- aiu à sîu € cos A ; 

faisant passer dans le premier membre le premier et Iv. 
deuxième terme du second membre, remplaçant i — cos*/j 
par sin*i et divisant ensuite par sine, il vient 

cosa sin è — un a &m è oos C ^ sin c cos A f 

cl Ton obtient cinq autres formules semblables par des permu- 
tations de lettres, de sorte qu'on a le système suivant : 



(3) 



cosfl sin /j — sîn« cos b cosC ^= glnc cûsA, 
cos bsma — sin b cos a cos C ^ sin « coslî » 
cos ù sin V — sin b cos c cos A =^ sin a coslî, 
cos c sin b — sin c cos b cos A ^= sin^^ cosC, 
cose slnii — sin c cosa cos B :^ sin é cosC, 
CQsa sin c — sin a cos c cos B ^ sin ^ cos A, 



Ces six relations sont homogènes par rapport à sina^ sinéf 
smc j on peut donc remplacer ces sinus par les sînus propor- 
tionnels siu Aj sinB, sinC, et Ton obtient ainsi le^ six nou- 
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velles formules suivantes : 

cosa sin B -^ cosb cosC siq A m cosA sin C 
cos è tîin A ^ cos a cos C si n B -- i.os B sin C. 
tosè^nC — COSC cosAsinB :— cosB sin A, 
oosc sinB — coaè cos A sin C =r cosC sin A , 
f cos c sin A ^ cos a cos B sin C = cosC sîn B, 
\ cos a sinC — cos c cos B si n A -^ cos A sin B . 

112» Relations eihtïie deux côtés, l'ajïcle compris pau 
CES COTÉS ET L*ANGLE OPPOSÉ A l'uh d*éux. — Oo obtiendra 
l'une des relations dont il s*agît en prenant dtîux des équa- 
tions (i) et en élimînanL en ire elles le côté opposé h Tun des 
angles qui y Ggurenl^ maïs, comme ces deux équations renfer- 
ment h la fois le cosinus et le sinus du côté eu question^ on 
simplîCe le calcul, en faisant usage ries Ibrmules (2) qui per- 
mettent d*éliniiuer successivement le cosinus et le sinus. 

La première partie de cette élimination a été eilectuée au 
u° 111^ et, pom' obtenir les relations chercliées^ il ne reste plus 
L\uii éliminer le sinus qui figure dans le second nienitre de 
fUaemte des équations {'à] au moyen de celle des formules (a) 
i]ui ne contient que les mômes éléments. Par exemple, si Ton 
divise la première équation (3) par 



&ma 



sine sîn A 



il vient 



sîuC 
cot<i sîn^^ — cos A cfisC ^ cf^tA sînC; 



c'est Tune des équations chercliées, et Ton peut en déduire les 
cinq autres par des permuta tious de lettres. Ou a ainsi le sjs^ 
tétne 

cot^sinè — cotAsinC =rcosècosC, 
cote sin^j — cotB sinC = coa«;rcosC, 
coté sine — col B sîn A =: cos <^ cos A, 
♦j I J cote sîn£' ^ colCsinA =: cûsécnsA, 

I l coE(?sina — cotCsinB = cosflcosB, 

II cotasinc — cotAsmH :^ cos^cosB. 

I 
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113, ReLATIOîïS EIÎTTIE UN COTE ET LES TROIS ANGLES, 

On ohliendraîl une relation entre a^ A, B, C en éliminant 
J et c entre les formules fondamentales {i)\ mais on arrive 
beauconp plus facilement au mènie résultat en faisant usage 
des formules (4)* Ainsi, en éliminant eosA entre les deux pre- 
mières équations (4), on trouve la formule 

cosA^ — coaB cosC 4- sînB sinCcos^r; 

on en déduit deux autres formules semblables par la permu- 
tation des lettres, et l'on a ee dernier système 

l cos A =:^ — cosB cosC -^ sin B sin C cosa, 
j (6) i cosB 3^ — cos A cosC -k sin A sin C cos i', 

[ cos C r- — CDS A cosB + siH A sînB cosr. 

Hemarque. — Les équations (i), (2), (5), {6} ne renfer- 
ment cbaeune que quatre éléments ; elles sont au nombre de 
quinze, nombre qui est celui des combinaisons de six lettres 
quatre à quatre. 



Du triangle sappléinentaire. 

H 4* On sait qu*â chaque triangle sphérîque correspond un 
second triangle qu*on nomme triangle polaire on supplémen* 
taire. Les sommets de Tun des deux triangles sont respective- 
ment les pôles des eolés du second, et les angles de cbaeun 
d'eux sont les suppléments des côtés de Tautre. 

La considération du triangle supplémentaire est souvent 
utile dans la Trigonométrie sphérique. Par exemple-, les for- 
mules fondamentales (i) du n*' 109 ayant été obtenues, si on 
les applique au triangle supplémentaire du triangle proposé, 
on obtiendra inunédiatement les formules (6) du n" H3. Il 
suffira elTeclivemcnt pour cela de remplacer, dans les pre- 
mières formules, a, h^ e, A, B-, C respectivement par 
iSo^— A, 180*' — B, iSo" — C, 180^ — a, i8o° — è, iSo^— c. 

Pareillement, on obtient les foiinules (4) du n"^ 111 en ap- 
pliquant les formules (3) au triangle supplémentaire. Quant 
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aux autres systèmes que nous avons obtenus, ils ne conduisent 
à aucune formule nouvelle. 

Nous présenterons encore ici un exemple des avantagés 
qu'on peut tirer de la considération du triangle supplémen- 
taire. 

Désignons par A le rapport constant qui existe entre le sinus 
d'un angle d'un triangle sphérîque et le sinus du côté opposé. 
On a trouvé (110) 

I — cos^a — cos^b — cos^r 4- 2cos« cosô cosc 
sin*/zsin*^ sin^c 

relation que Ton peut écrire comme il suit : 

2 ces a cos^ cosc = (/•' — i) shi^a sin* b sin^c 

-h cos^a (1 — sin*^ sin^c) 4- cos^b cos^c; 

tous les termes du second membre de cotte formule sont posi- 
tifs si Ton a 

et il en résulte cette proposition : 

Théorème I. — Si, dans un triangle spliérique, la valeur 

j sinA sinB sinC 

commune des rapports —. — > -: — -y — — est supérieure ou 
'^'^ sin<2 sin6 smc '^ 

égale à V unité, les trois côtés sont inférieurs à 90 degrés, ou 

un seul côté est inférieur à 90 degrés. 

Appliquant ce tliéorèine au triangle supplémentaire, on 
obtient le suivant : 

Théorème U. — Si, dans un triangle sphérique, la valeur 

j sinA sinB sinC . /., . 

commune des rapports - — » -: — -^ — — est inférieure ou 
' '^ sma sm o sine '^ 

égale à i^ les trois angles sont supérieurs à go degrés, ou un 

seul angle est supérieur à 90 degrés. 

Formules relatis^es aux triangles rectangles, 

H5. Lorsqu'un triangle spliérique n'a qu'un seul angle 
droit, le côté opposé s'appelle hypoténuse, 

Trig, s, 10 
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En faisant l'hypollièse A ^= 90 degrés dans celles des for- 
mules des n°* 109, 110, 112 el 113 qui contienncat l'angle A, 
on obtient les suivantes, qui sont particulières aux triangle .< 
rectangles : 

( I ) cos a -^ cos fj co^c; 

isin b ^= sîîi asiriB, 
sine = sina sinC; 
tang A = tangâ cc*sC, 
tangc — tiingacosB, 
lung^ ^ sine tarigB, 
tangc -- sîn h tangC: 
cosa - cotBcotC^ 
cosB ^= cosfesinC, 
cos G -1^ Gosc; sinB. 



(3) 



(4) 



Ces dix formules ne contiennent cliacune que trois élé- 
ment ; leur nombre est précisément celui des combinaisons 
de cinq lettres trois à trois. 

L équation (j) exprime que : 

Dans un triangle sphériqite rectangle ^ le cosinus de V hypo- 
ténuse est égal au produit des cosinus des deux autres côtés. 

Il eu résulte que les cosinus des trois côtés sont positifs, ou 
que deux d'entre eux sont négatifs ; par conséquent, 

Dans fout triangl-e sphérit^ue rectangle^ les trois câiés 
sont moindres que go degre\^, ou bien un xeul de ces côtés est 
moindre ijue 90 degrés. 

Les équations (2) expriment que : 

Dam tout triangle sphérique, le sinus de l'un des côtés de 
r angle droit est égal au sinus de V hypoténuse multiplié par 

le sinwi de l'angle opposé. 

Les deux premières équations (3) expriment que : 

Dans tout triangle sphérique rectangle, la tangente de 
l'an des côtés de l'angle droit est égale à la tangente de 
l'hypoténuse multipliée par te cosinus de l'angle adjacente 



Les deu3C dernières é(]uatîans ^3) expriment que : 

Dans tout triangle sphérîtjue rectangle^ la tangente de 
l'un des cotés de l'angle droit est égale au sinus de r autre 
coté multiplié par la tangente de l'angle opposé au premier 
ce té* 

Il en résulte que la tangente d'un angle oblique est de 
jnèïne signe que la tangente du côté opposé \ par conséqueni, 
ce côté et cet angle sont tous deux plus grands ou tous deux 
plus petits que 90 di^grés. 

La première des équations (4) exprime que ; 

Dans tout triangle sphéri^ue rectangle^ le cosinus de t hy- 
poténuse est égal au produit des cotangeutes des deux angles 
obliques. 

Enfin les deux dernières équationa (4i exprî nient que . 

Dans tout triangle sphérique rectangle^ le cosinus d'un 
angle obliqua est égal au cosinus du coté opposé multiplie 
par le sinus du second angle oblique. 

Îi6. Les formules précédeutes peuvent être transformées 
en d'anires formules qui sont utiles pour le calcul, et que nous 

allous établir. 



La formule {i) donne cosc = 



cosé 



on a 



d'aitU 



tang - c 



-Wr 



donc 






V' 



7—^^ =4- 1/ taog^ [a -^ é] tang- (a -h à\ ; 



on peut donc à la formule (1) substituer Tune des deux sui- 
vantes : 



(5) 



1 Lmg-c = + l/tmg-(a — 6}tang-(tt-i-i}, 
( tang - i» ~ + i/ tang ~ [a~ Cj tang - ta H- c}. 
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La première des formules (2) donne sîna~--7— . on a 



d'ailleurs 
donc 



(,w I \ , /i-f-sina 



/ /^« ' \ . . /sinB + sin^ ^ ^ /t;ang|(B-4- b) 
on peut donc aux formules (2) substituer la double formule 

^u; g ^40 -^ ^«j y tangX(B-.ô) V tangHC-c) 

Et, comme les formules (2) restent les mêmes, Tune quand 
on permute les lettres a et B, l'autre quand on permute les 
lettres a et C, on a aussi 



La première des formules (3 ) donne cosC = — — ; on a 
^ ^ ^ tanga 

d'ailleurs 

I ^ /i — cosG 
tang - C — -4> i / 5 

donc 



°2 V tanga -4-tangè y sin(a-f-è)' 



on peut ainsi, aux deux premières formules (3 ), substituer les 
deux suivantes : 



-G- ' / 



sin(a — ù) 
tang. ^— • * / ^ ' 



I 



- ^ /sin(a 

tang - B =:=-+- 4/ -^-)— 
° '^ y sin (a 



2 y sin (a -f- c) 



La troisième des formules ( 3 ) donne sin c =^ — ^ ; on a 

^ ' tang B 
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d'ailleurs 



donc 



l ff ' \ i - /i H- sinr 



^V ^ / VtangB-tang6 ""VsinlB — 6)' 

on peut donc, aux deux dernières des formules (3), substituer 
les deux suivantes : 



tang (450 +ic) = d=y/i 



sin(B A-b) 



La première formule (4) se transforme dans la suivante : 



1 I \ — cos/z . /sïË 

2 V ï ■+" cosa, y sir 



/sinB sinC — cosB cosC 
2 ' y X -f- cosa, ' y sinB sinC H- cosB cosC 

ou 



tang - û = -f- \/ ^ . —-^Kl _._ ._^r. ■ _^ .^ ^ 



, , I /cos i8o° — B — C) 

(10) tang-a=-f-i/ ^ -r 

^ ' ^2 V cos(B — C) 

Enfin les deux dernières formules (4) donnent 

cosB cosC 

COSC>= ; —Tî COSC = 



cos(9o° — C) 003(90® — B) 

d*où 

Itang- h = + i/tang ( — 45*»H ^ j tang (45°-4" ~" U 
, ^ ! 
tang-c~ -t-i/tang( — 45**H 1 tang[45'* h 

Et, comme les deux dernières formules (4) i^e changent pas 
quand on remplace chacun des éléments i et C ou c et 6 par 
le complément de l'autre, on a aussi 



tang f 45*» -f- -C) =±i/cot- (B -h b) cot- (B -- b), 

(12) { 

tang(45"-l--BJ =àzi/col^ (C-l-c) cot- (C — c). 



tSo 
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Formules relatives aux triangles rectilalhres, 

H7. Un triangle sphérique est dit rectilalere lorsqut: l'un 
de ses côtes esit égal à 90 degrés. Le triangle supplémenlaire 
d'un pareil triangle est évidemment rectangle, et par consé- 
quent les formules relatives aux triangles rectilatères peuvi^nt 
se déduire de celles qui se rapportent aux triangles rectangles 5 
mais ces formules s'obtiennent non moins facilement en fai- 
sant rt = 90 degrés dans celles des formules générales qui con- 
tiennent lu côté a. Ou trouve, eu suivant l'une ou T autre 
marche, les dix formules : 



(3) 



(4) 



cosA := — cosB coaC j 

sinB — sinAsin^, 
sïnC =^ sinAsinc; 

tangB — tang^Acosr, 
tangC . - — tangAcosA, 
tangB ==: sin C tang è, 
tangC T=i sinB tatigc- 

cos A := — cot h cotr, 
cosA ^^ cos B sine, 
cosc ^ cosCsînê. 



On peut faire subir k ces formules des transformations analo- 
gues à celles que nous avons exécutées auB"* H 6, à T occasion 
des triangles rectangles; nous reviendrons sur ces transfor- 
mations eu traitant de la résolution des triangles rectilatères. 



Usage lies angles auxiliaires dans la Trigonométrie 
sphérique. 

H8. Les formules générales des n*" HO, H2 et H3 11e 
sont pas calculables par logarithmes^ mais on peut les lendrc 
telles en faisant usage d'un angle auxiliaire. Enectîvemenl 
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chacune de ces formules esi An la forme 



ut 



(0 



P ^ M cas a -[- N sin a, 



a étant un des six ëlemeuts, et jM, JN, P désignant des fonc- 
tions monômes des lignes trigonometriques de trois éléments 
autres que a* Si 1 ou désigne par cf un angle auxiliaire tel que 



('■} 



tiingf : 



N 



et si Ton remplace N par M tang^ dans la formule (i), celle-ci 
deviendra 



(3) 



Pcos^ =^ M cos(a — f]. 



11 résulte de la qu eu introduisant le nouvel élément y la for- 
mule (i) peut être remplacée par le système des formules (a) 
et (3), qui sont Tune et lautre calculables par logarithmes. 

On verra plus loin que rintroduclion de cet aaigle auxi- 
liaire y équivaut a la décomposition du triangle proposé eu 
deux triangles rectangles ou eu deux triangles rectilatères, par 
le moyen d'un arc de grand cercle mené d'un sommet au colé 
opposé. 



Formules générales calculables par logarithmes, 

119. En transformant et en combinant enti^e elles les tor- 
mules générales des n"* 109 et suivants, on obtient des for- 
mules nouvelles calculables par logaritlinies, et qui sont d'un 
grand usage dans la solution des problêmes de la Trîgonomé- 
crie sphérique. Nous allons nous occuper ici de cette trans- 
formation, 

La formule fondamentale 



cosfl := cosè cnsc -H sin b sine œsA 



donne 



ctîsA ^ 



cosrt — cosé cosc 



sîn^sinc 
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en portant cette valeur de cos A dans les formules 



r /i — cosA I /i 



cos A 



il vîcnt 



. I . , /sïnb sine 4- cos 6 cosc — cosrt , /cos fi 
sin - A = \ / r-T-:^ = 1/ 



fô — c) — cos a 

sm-A=i:\/ r-T—. = \/ ^—r-- ' 

2sm6smc 



-s/' 



a — 6 -h c . a -\- b — c 
sin sin 



sine sine 



1 , /cos a — cos h cosc -f- sin h sin c /cos a — cos [b 4- c) 

S-A= 1/ ^-r-r = 1/ r-r— ' 

2 V 2sm6sinc y 2 sin 6 sine 



4 



a -\- b -\- C . — a -h b -{- c 
sin sin 



siii^ sine 

Par de simples changements de lettres, on obtiendra des 
expressions analogues pour les sinus et pour les cosinus des 

angles - B et -C. En sorte que, ni, pour abréger, on désigne 

par 2p le périmètre a H- è -f- c, on aura 



.1 /sui p — b)sm(p'—c 

sin- Ar= i/ — T-T—. — -y 

2 V sin o sine 



f \ / . ï « /si 

(.) sm-B=Y/- 



sin (p — a) sin (p — e) 
sinasine 



sin 



Lq—.a / sm{p — a)sm(p — b) 
2 V sin«sin6 ' 



et 



2 V si 



^{P—^) 



sïnb sine 



/ X J I « /sin/? sin (aj 

(2; { cos- B = i/ — ^- ^^ 

j 2 V sinasi 



(p-b) 

sine 



'1-=^- 



cos- •• - • A'"/'sin( />-c) 



sin a sin 6 
Enfin, en divisant respectivement les formules (1) par les for- 
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mules (a), il vient 



î ung i A = .M^(p-':)f"(P-<'), 



2 y sin/7sin(/7 — a) 



f^\ ' ' T^ /sin(/? — a] sinlp — c) 
(3) . tang^B = i/_A/^ 1 î^^ '-^ 



siQpsïn(p — b) 



2 V SIE 



sin/7sin(/7 — c) 

Dans toutes ces formules, le radical doit être pris positive- 
ment, parce que les lignes trîgonométriques des angles aigus 

- A, - B, - C sont positives. 

120. Désignons par e V excès sphérique du triangle ABC, 
c'est-à-dire Tangle A -f- B H- C — i8o®*, les angles du triangle 
supplémentaire de ABC seront i8o° — a, i8o® — i, i8o° — c, 
tandis que les côtés du même triangle seront i8o° — A, 
i8o** — B, i8o® — C; la demi-somme de ces trois côtés sera 

1 8o° e. Il résulte de là que, si Ton veut appliquer les for- 
mules (i), (a), (3) au triangle supplémentaire de ABC, il 
suffira de remplacer A, B, C, a, b^ c elp par les suppléments 

de /z, i, c. A, B, C et e. On obtient ainsi les neuf formules 
suivantes : 



. I ^ /sin-j«sin(A — {t) 

sin -a=r: i/ — . -, . ^ ' S 

2 y sinBsmC 



4«) 



I 2 y smAsmC 

f . î , /sin^isinfC — -1«) 

sin - c = i / — '- /. ^ ' ^ ; 
\ 2 y smAsmB ' 

Il , /sinfB — ^i)sin(C 
ces - « = i / — i . ^ . ' 
2 y sinBsmC 



-i'J 



sin (A — ■5«jsin(C — ^i) 



sin A sin C 



sin(A — Y«jsinfB — jt) 



sin A sin B 



iS4 

et 



(6) 
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1 / sinjisii 

'"■g2"^V sin(B-i, 



sinfA — 



)sin(C 



-i») 



' i , / sin|isii 



sin(B 



)sin(C 



^r 



f I / sin^isin(C — 71) 

I tang - c — y sm(A — ^e)sm(B — ^t 



) 

121. Formules de Delambre. — Des formules (i) et (a) 
on tire 



sin-Acos— B=:^ 

2 a sine 



V 



sin(/7 — b) /smpsin{p — c) sm(p — b) i 



sinasin^ 



cos-C 
sine 2 



2 a sine y smasiné sine a 

ï . I „ sin/? ^ /sir 
-Acos-B=:-:— ^ i/ — 
2 2 sine y 



f;,^g)sin(^-~6) _ EÏnp I 

: : — z — '~. 5in — \jf 

sinasino sine 2 



. I , . I smfp— c)^ /sinfp — a) sm(p — b) smf/; — e) . 1^ 

sin-A8in-B= — >?- ^4/ — ^'^ . . \ -= — -r ^sin-C; 

2 a sine y smasin^ sine a 

on déduit de là 

sin4^Acos|B=hcos|Asin|B sm(p — b)±sm(p — a) 

cosjC sine 

cosyA cos-J-B z^ sin|A sinjB sinp zp sm{p — e) 

sinjC sine ' 

or, on a d'ailleurs 

sin(/? — 6) -h sin(/> — a) = 2 sln - e cos - {a — b). 

sin(p — b) — 8in{p — «) = 2 cos - e sin - (a — 6j, 

sin/? -f- sin(/? — e) = a cos - e sin - (« 4- 6), 

sin/> — sin(j9 — e) = 2 sin - e cos - (a -1- b), 

, I I 

sine = 2 sin - e cos - c, 
2 2 
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iS5 



et, par conséquent, 



r?) 



sin^fA -4-B) _ cosj{ a — b) 
a>s^ f A -{- B) _ co?i^(a-^h) 



Ces formules renferment les six éléments du triangle : elles 
ont été découvertes par Delauibrc, qui les a fait connaître en 
1807-j dans la Connaissance des Temps pour rSnp [p. 443)* 
Gauss, à qui elles sont quelquefois attribuées, ne les a don- 
nées que deux ans plus tard, dans l'ouvrage intitulé : Theoria 
motus corporum cœlesUum in sectionibus conicis Soient am- 
bientiam . 



122* Formules de ^Néper. — Si Ton divise la première des 
équations (7) par la troisième, la deuxième par la quatrième, 
puis la quatriètne par la troisième et la deuïcième par la pre- 
mière, on obtient les quatre suivantes : 



T , _ j „ cos4f« — b) 

tang ^ f A -h B; ^ cot - C -f ;- - — 7- ? 
^ 2 ^ a cos^(« -4- h) 



(8) 



ï y * „ > I ^ siti 4 {^^ — b) 

tang - (A^B cot - C ^ > 

I cnslfA — B) 
°2 cas|(A-hB) 



tang -i a ■ 
2 



6} 



I . , . I sm|(A — Bj 
tang - [<j — èl ^ tang - c - . . . - - ^' * 



Ces équations (8) sont eotinues sous le nom àc formules de 
N^éper ; chacune d^elles exprime une relation euLre cinq élé- 
oietits d'un triangle spliérique. 
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123. Des formules (7) on tire 

cos|c — cos|C cos|(« — b) —■ sin^ (A -h B) 

cos|c -i- cosyC cosj{a — b) -h sinY(A H- B) 

8in|C — sin-i-c cos|f A — B) -— sm\(a 4- b) 

sin-j-C H- sin|c cos-^(A — B) -f- sm|(a -+ b) 

cos|C — sm\c sin^fA — B) — sin\la — b) 

cos^C -h sin|c sin|(A — Bj -h sinj{a— b) 

— sin^C -h cos|c ___ — cos|(A 4- B) -4- cos|(a -h b) 

sin-jC-t-cosyC cosKA -hB) -hcosKa -h 6) 

Si Ton fait, pour abréger, 

À -f-B — 8-1-180°, A — B = D, 
a -h ^ = J -+- 180*», a—b^=d^ 

et qu'on transforme les formules précédentes par le procédé 
du n® 18, il viendra 



(9) 



et 



(10) 



/ C — c C-f-c S-f-rf S — fi? 

l ting —y— tang —^— = tang —y— tang 



) C — c C-f-c ,v-f-D i— D 

( tang —^ cot -^ =z tang —^ tang --^, 

tangl4o*'-+-— 7— 1 cot (45°-f--y— j — tang— 7— cot— - 
tang ( 45»-h ~7— j tang ( 45^4- -7- j = —cet-— tang— — 
de ces formules (9) et (10) on tire 



cot 9 



(") 



et 



C— c , / S-hd S—d j-f-D j— D 

tang —j- =^K/ t««ng -7— tang —7— tang —7— tang -^ , 



C-f-c / S-f-f/ S—d s-hD s—D 

tang — ^— ~ 4- i / tang — tt - tang cot —7— cot —r- » 

4 V 4 4 4 4 



^ Ungl 45*»-H -y-j =H- W -tang-— cot--— cot -y- tang-^ 
I tang ( 45'»-+- — .j = db4/-cot-7— tang— ^cot--r-tang-y-' 
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1^7 



Dans la seconde formule (ii) et dans Ja première (12) le 
radical doit être pris avec le signe ^-, part e que les arcs — t""* 

et 45" H -7— sont compris entre o et go degrés, et qu ainsi 

4 
leurs tangentes sont positives. Dans les deux autres for- 
mules le signe du radical se détermine facilement; en elïel, 

tang — . - a le même signe que les seconds membres des for- 



mules (9); pareillement^ tang (45" -r- -. 
que les seconds membres des formules (io) 



CH-e\ , 



même signe 



Expressions dwerses de t excès sphéri^ue. 
Foi -mules no u ^^elles . 



12t, L'excès spliéiique qui mesure, comme on sait, la sur- 
face du triangli», est un élément d*une grande importance dans 
les applications de la Trigonométrie à la Géodésie, Nous allons 
faire connaître ici diverses formules nouvelles où figure cet 
élément^ et qui pourront servir à le calculer dans les diiTc- 
rents cas que Ton peut avoir à considérer. 

Si Ton multiplie entre elles les deux premières équalions 
du système (4) du n° 120, ainsi que les deux première,^ du 
système (5), puis que l'on divise les équations résultantes par 
la troisième équation (5), il viendra 



(') 



1 cos-fC sinC 

i cos-^ a cos^ h sin ( G — ^ 1} 

1 C(}S|-C 



sinC 



ajoutant ces deux équations après les avoir muItipHces res- 
pectivement d*abord par cosC et j , puis par i et cosC, il 
vient 



(2) 



/ cns-î" I cns| h -h sm -z a sm 5 h cas G i 

^ — =— — —^ p-^ =: cos - 8, 



siQ y à sin 1 £f H- cos \ a cos y ^ cos C 



^^^{c.~l^. 
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€l, SI l'on divise respectivement la première et la <leu3ïième for- 
mule (r) par la première et la deuxième formule {2)^ on aura 



(3) 



ung - & 



taûg^u tang |^ ^ ainC 



tang I 



I -h tangj a tang | h cosC 

cotî^«eotjèsînC 
i H- cot^a coijifCtysC 



Le. première des formules (3) donne Texcèa spbérique en fonc- 
tion de deux côtés et de Tangle eompris^ la première formule 
de J un des systèmes (1) et (3) fournit aussi une expression de 
l'excès sphérique^ mais cette expression dépend de quaU^e elé* 
ments. H faut remarquer que les deux formules (3) ne sont 
autre chose que des transformées de la première de» formules 
de Néper, savoir 



-(C — i), il 







tang 


i(A-^B) 


= cot 


1 ^msf(rt-- 


à} 




1 ^ CClS|(fl -h 


^J 


si, en 


effet, 


on reniplace - 


(A-h 


B) par 90" 


— 


vient 














(4) 




tang 


l(C-<). 


rtang 


I cosj(a + 


à) 



formule de laquelle on déduit sans difficulté les deux for- 
mules ( 3 ) , 
On peut éliminer l'angle G des formules ( i ) et { a ) an moyen 

des équations 



sinC = 2sin -Ccos -G 
2 % 



2 ^^nps\n[p — a)mu{p — ê)sm {p ^c) 



sioasiD^ 



cos c — cos a cos h 

cosC = ^ ■ , î 

smasinfr 

an obtient ainsi 



(5) 



sin(c-^) = 



^sin/ï sm [p — a) mi(p — h ) sin i p — c) 
2 Cûs î a cos-j^ ^ cns-jc 

^ùn p sin (p — / 1 ) sin [p — //) sinf^ — c] 
2 sut ja sia I Â cos-|c 



el 



(6) 
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cos'ja -h cos'-jA -4- cos'jc — i 
2 COS7 a cos^ ^ COS jC 

cos C e = î 7— i — V-T-r r 



^ 2 2 COS-jaCOSJf ^COSjC 



Les formules (5) et (6) donnent des expressions de -e et de 



2 



C 5 en fonction des trois côtés, mais on peut en obtenir 

d'autres beaucoup plus simples. 

Au moyen des formules (6) et des relations 



I / 1 — cos Jf I I \ 



■cosx 

8m-ar=\/ 9 COS-.r=r:\/ , 



on peut calculer les sinus et les cosinus des angles t s et 
- C — -7 s ; on obtient ainsi, pour Tangle -j e, 



. I /sin^4 « sin' ^h — ( cos-J- c 
sm 7 « = i / 2 ) p V 



»|6 — (costC — cos-1 a cos^ô)^ 



I /(cos^c -I- cos Y a cos| b )* — sin'4«sin*T^ 
00871 = 1/ 7—^-^ ^-7^7 r-^ —^ 

4 V 4^^si^COSf OCOSjC 

Les numérateurs des fractions qui figurent sous les f adicaux 
sont immédiatement décomposables en facteurs, et Ton obtient 
les valeurs suivantes : 



sin T « = 



\ i I 



^ 



p.p — a.p— h,p 

sm — sin sm sin ^— 

I % / 22 2 



4 ▼ cosja cos-j6 cos|c 



cos V « ^== 



^ 



o p — a p — b p — c 

00s — cos cos^ cos^ 

I \ / 2 2 2 2 



4 T COSj«COSy^ COSyC 

On retrouvera la première formule (5) en multipliant les 
équations (7) Tune par Tautre-, en divisant, au contraire, la 
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première par la seconde, il vient 



p-f^ 



T / P P — ^ P — ^ ^ 

(8) tang7 t = y tang ^ tang^— ^ tang ^-^ tang 

rmule remarquable, qui est due à Simon l*HailJier> de Genève- 
La deuxième formule (6) se déduit de la première en rem- 
plaçant dans celle-ci a et b par leurs suppléments 180° — a^ 
1 80"* — i, et E par aC ^ s ^ on pnut donc faire ces mêmes chan- 
gements dans les éqna Lions ( 7) et (8 ), qui feront connaître alor s 

le sîuus, le cosinus et la tangente de Tangle - C ^ — -.s. Or, par 
le changement de a et Ô en 180*^ — a et 180" — A, les quan- 
tités - — — et se changent Tune dans Tantre , tandis 



que chacune des quantités ~ et 



se change dans le corn- 



2 2 

plément de T autres ou peut donc écrire immédiatement les 

valeurs des lignes trigonomc triques de l'angle - C — ^ s, ei 

par une simple permutation de lettres on aura également les 

lignes tri gono métriques dtîs angles -A*— je, -B^^ — jg. On 

trouve, par exemple, eu faisant snbir a la formule (8) les chan- 
gements que nous venons d*indic|ner, 



t„„g(^lA_i.j=.-' 



P — b p 

p p — a 

tang— t;mg^ — 

2 a 



(9) 



tang 



a-r) 



ting- 



c p 

— tmg '— 



p p -^ h 
tting '- tung — 



tinf 






p — a p ^ b 
tiing tang — 



p p ^ c 

mg^tung^— — 



On peut résoudre les quatre équations (8) et (g) par rappoil 
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aux quantités tang^, tang'' ~ ", tang -^~ > tang '' ~ '^ -, eî 

a "2 2 2 

Ton obtient ainsi 



tan; 



.P. 



1 / timg;{-t 

V tan«(4A— 4e)tane(4B— !•« 



i.)tang(iB-i.)tangliC-i.)' 



(,o), 



P-^ — » /tang;«tang(|B— |«jtang(iC-:^e) 
* 2 -y tang(|A-i.) 

ti,na^"~-i - t A'"S7'fe'"g4C-7«;t;ing(iÂ-^«) 
» 2 ~V tang(iB-|.j 



.^^„._ ± _ . / t»ng|«tung(|A-»fngfiB-|c) 

-y tangue -i.) 



'*o 



Expressions du rayon du cercle circonscrit et des rayons 
des cercles inscrit et exinscrits, 

125. Si l'on joint les trois sommets d'un triangle spliérique 
au pôle du cercle circonscrit, on déterminera trois triantjlcs 
îsoscèles qui auront respectivement pour bases les côtés a^ b^c. 
Désignons par x chacun des angles égaux dans celui de ces 
triangles qui a a pour base, par j^ et ^r chacun des angles 
égaux dans les triangles isoscèles qui ont respectivement pour 
bases b et c. Si le pôle tombe à Tintérieur du triangle, on 

aura 

j-+-3 = A, «4-j: = B, jtH-j — C, 

d'où 

^ -+-r -4- 2 = - ( A H-- B -h C) = oo« -h - s, 

et, par conséquent, 

^==go»- (A-isj, 

r=.9oo-(B-i.), 

3 = 900- (c-ie). 

11 est ai. é de s'assurer que les mêmes formules conviennent 

Trig, s, II 
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au cas où le pôle n'est pas situé dans rintérieur du triangle, 
pourvu qu'alors on considère comme négative celle des quan- 
tités 07, j)^, z qui se rapporte au triangle isoscèle situé tout en- 
tier au dehors du triangle donné. 

Cela posé, désignons par R le rayon spliérique du cercle 
circonscrit au triangle, joignons le pôle de ce cercle au som- 
met A, et abaissons du même pôle un arc de grand cercle 
perpendiculaire sur le côté c; on formera ainsi un triangle 
rectangle dans lequel on aura 

tangR cosz = tang- c, 

2 

d*où, en remplaçant z par sa valeur 90^ — ( C e ) , 

tangjc 



(i) tangR 



sin(C— ^6) 



formule qui donne R en fonction d'un côté, de l'angle opposé 
et de l'excès spliérique. 

Si l'on remplace sin I C e ] par sa valeur tirée de la 

deuxième des formules (5) du n*^ 124, il viendra 

, > ^ 2sinY«sin jôsin^c 

(2) tangR = ' ' _-: . 

y/siny? sin(/? — a) sin(/? — b) sin(/p — c) 

Enfin, si l'on substitue à tang-c, dans la formule (i), la va- 
leur tirée des équations (6) du n" 120, on obtiendra la formule 



(3) tangR ^ "E^ 



v/sin(A — ^t)sin(B— |g)sin(C--|t) 

qui donne l'expression de R en fonction des angles. 

La formule (i) contient la démonstration du théorème sui- 
vant, dû à Lexell : 

Le lieu géométrique des sommets de tous les triangles sphé- 
riques de même base et de même surface est une circonfé* 
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rence qui passe par les deux points diamétralement opposés 
aux extrémités de la base. 

Car soient A'B'la base donnée et A'B'C l'un des triangles» 
pour lesquels Texcès spliérique a une valeur donnée e'. Soient 
A et B les points diamétralement opposés à A' et B', et s l'excès 
sphérique du triangle ABC. Par un théorème connu en Géomé- 
trie, la somme des surfaces des deux triangles ABC et A'B'C 
est égale à la surface du fuseau dont l'angle est C^ on a donc 

e-i-s'=:=2C, d'où -g'— C £. 

2 2 

Maintenant, si R désigne le rayon du cercle circonscrit au 
triangle ABC, on a, par la formule ( i ) , 

tangue 
sm|6' 

et, comme c et s' sont constants, R est lui-même constant, ce 
qui démontre le théorème énoncé. 

126. Désignons par r le rayon du cercle inscrit dans un 
triangle sphérique. Si Ton joint le pôle de ce cercle au 
sommet A, et que Ton abaisse une perpendiculaire sur le 
côté i, on formera un triangle sphérique rectangle, dans lequel 

Tun des côtés de l'angle droit sera /•; l'autre sera — 

ou p — a, et l'angle adjacent sera - A^ on aura donc 

tang/' = sm(/> — a) tang - A, • 
ou, en remplaçant tang -- A par sa valeur en fonction des côtés. 



y sin/? 

Si Ton désigne par a, S, y les rayons des cercles exinscrits qui 
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touclieiit respectivement les côtes û, i, c et les prolungenieuts 
des deux autres, on trouvera de la mênie maiiière 



(5) 



/iinp sla(p — b) sin(^ — c) 
~V B\n{p — a) ' 

/sinp sin fp — a) sln{p — c) 
"^ V sia{p — c) 



Résolution des triangles sphériquGS rectangles. 

127. Un triangle spberique peut être bîrectangle ou même 
trirectanij[le. Dans le premier cas, deux côtés sont égaux à 
po d*^grés, et le troisième côté est égal à l'angle opposé. Dans 
le second cas^ les trois côtés sont égaux k 90 degrés. Les trian- 
gles de celte espèce ne peuvent doue donner lieu à aucun pro- 
blème. 

La résolution des triangles qui ont un seul angle droit pré- 
sente six cas distincts que nou5 allons traiter, mais nous de- 
vons rappeler d'abord une remarque que nous avons faîte dans 
Ir Cliapilre précédent à roccasioii des triangles rectilignes. 

Lorsqu'un côté ou un angle d'un trîaugle sphérique est 
donné par son cosinus, par sa tangente ou par sa cotaugente, 
sa valeur est déterminée, car ce côté ou cet angle est compris 
entre zéi^o et 180 degrés; mais, s'il est douué par son sinus, il 
n*est pas entièrement déterminé-, car à un sinus donné corres- 
pondent deux arcs ou deux angles supplémentaires. 

Rappelons encore que, si l'angle ou le côté qu^on veut cal- ' 
cnler est donné par son cosinus ou par sa tangente, et qnr la 
valeur de ce cosinus ou de cette tangente soît négative, il faut 
calculer à sa place l'angle supplémentaire qui a, au signe près, 
même cosinus et même tangente. 

128. Premier cas. — Etant donnés l' hypoténuse a et un 
côté h de l'angle droit, calculer le troisième côté cet les deux 
angles oblif/ufis B e( C. 



Mais il vatil mieux faire usage des formules du ti** 1 16, savoir 




y/tong ^ (^ - ^} tîing^ (« + ^v), 



's V sin(û -h b 






Ces dernières formules exigent sctulement, comme les pré- 
cédentes, la recherche de quatre logarithmes pour la détermi- 
nation des trois éléments inconnus \ mais elles ont sur celles-ei 
ravantage de donner les inconnues par des tangentes. 

Remarque. — Pour que le prohlème soit possible, il faut et 
il suflGl que l'on ait sine <] sîna; car, si cela a lieu^ la valeur 
de sin B sera inférieure à i, et les valeurs de cosc et de cosC 
seront comprises entre — i et H-i, L'inégalité dont il s'agit 
exige que Ton ait b <:^a ou /> >- iSo** — a si a est <^9o"i 
et A ^ ^ ou It <^ 180*' — ^ a si a est ^ t)o"^ si n = 90°, Tinéga- 
lîté BÏnh <^sina a lieu nécessairement. Lorsque la condition 
de possibilité est satisfaite, le problème admet une solution 
unique, bien que Tangle B soit donné par son sinns^ car cet 
angle doit être inférieur ou supérieur k 90 degrés, suivant que 
le côté donné b est lui-même inférieur ou supérietir à 90 de- 
grés. La même considération permet de fixer le signe avec 
lequel il faut prendre le radical qui exprime la valeur de 



tan;^ 



129* Deidcième cas. — Etant donnés les deux côlfh b et c 
de l'angle droite calculer l'hypoténuse et les deux angles 
obliquas B et C* 
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On emploiera les formules 

^ tanL'ô ^ lange 

cosa = cosfc^ cosc, tan^B = — r- — 9 tanffC = — — ;- • 
° smc ^ smô 

Si le côté a est mial déterDiiné par son cosinus, il faudra 
commencer par calculer B ou C, et Ton obtiendra ensuite a 
par Tune des formules 

tanffc iansb 

° cosB ^ cosC 

Remarque. — Le problème admet toujours une solution 
unique. 

130. Troisième cas. — Etant donnés l' hypoténuse a et 
l'angle oblique B, calculer le deuxième angle C et les deux 
côtés b et c de l'angle droit. 

On emploiera les formules 

• 7 • • T. ,. r. cotB 

sin^> = sma sinB, tangc n: tangrt cosB, tang C =: • 

cosa 

Si le côté b est mal déterminé par son sinus, il faudra 
commencer par calculer c ou C, et Ton aura ensuite b par 
Tune des formules 

tang ^ = sin c tang B, tang l = tang a cos C. 

Remarque. — Le problème est toujours possible et il n'ad- 
met qu'une solution, car Tinconnue b et Tangle donné B sont 
en même temps inférieurs ou supérieurs à 90 degrés. 

131. Quatrième cas. — Etant donnés un côté b de l'angle 
droit et l'angle opposé B, calculer les côtés a et c, ainsi que 
l'angle C. 



On peut employer les formules du n*' 115 
s'mb tansb . ^ 

-;— -* Sm<rr: ?--, smC — , 

smB tangB cos 6 



sïnb tansb . ^ cosB 
Sinaz= -:-—-% sm<*rr: ---9 smCr= 
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Maïs î! vniit mieux sa servir des formules suivantes du u** i 16 : 



\ ^ / V timgffB— 6) 

f,^ i \ , /sinfB H- A) 



ang (45* -[- ^ C j ^ zb t/cnt ^ ( B + //} crït i ( B ^ i'), 

qui dtjiiueut les trois iut'onnucs psir leurs langentes. 

Remauquë. ^—Chacun des deux prëeëdeuts systèmes de ibr- 
muJes peut donner pour chaque inconnue deux valeurs sup- 
plénieutaiii-s. 11 importe donc de savoir déterminer quelles 
sont les valeurs qu'il Tant prendre ensi^nUiIi'. 

D*aboixl^ si £ = B, on a 

sin^ï r^ sin c = ain C =^ I , ti-zzi: -^C^= go", 
et le triangle est bii'cttangle. Supposons donc h dilVérenl 

de n, 

i^ Si b est <C. 90*^, il faut, pour la possibilité du problème, 
que B soit aussi :^ 90°, rt que Ton ait eu outre h <[ B, Sup- 
posons cette condition remplie; cosi étant positif, reqnatîon 
tos« =^ eoaè eosc montre que acte sont eu même temps infé- 
rieurs ou supérieurs à 90 degrés; la même chose a lieu d'ail- 
leurs k 1 ejj^ard de € et de C. Si donc ou désigne par a\ c' et C 
f les valeurs mférieures à 90 degrés qne les Tables font connaître 
pour «, c et C, on aura les deux solutions 









2° Si b est ^90", les conditions de possibilité du problème 
sont n>9o*^ et /»>B. Supposons qu'elles soient remplies; 
cosi étant négatif, l'équation cosa = cosi cosc montre que 
a et c sont Tun supérieur et Taulre inférieur à 90 degrés; et, 
connue a et C sont tous deux supérieurs à go degrés, si Fou 
désigne tnnjoers par a\ c' et C les valetirs de a^ € et C que les 



J 
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Tables font connaitre, ou aura ces dtrux solutions ; 
ti—a\ r^ï8o"— c\ € = 180"— C\ 

Il est facile de voir, a priori^ qu'eu exceptant le cas de i — B 
le problème admet deuK solutions lorsqu'il est possible. Suppo- 
sons, en elïet, que le triangle ABC, rectangle en A, satisfasse à 
la question {noiV' la figure du u" 109, p. iSp), et prolongeous les 
c^tés AB et BC jusqu'à leur rcucontre en B'; on formera un se- 
cond triangle rectangle ABX qui répondra aussi à la question. 

132. Cinquième cas. — Etant donnés te côté b et l'angle 
adjacent C, calculer V angle B et les deux côtés a et ç. 

On emploiera les formules 



cos îî ^ cos ù sin C, taug ^i _; 



tan^ h 



3 ta ng c ^= sin 6 tang C. 



Si l'angle B est mal déterminé par son cosinus, il faudra 
commencer par calculer a ou c^et Ton aura ensuite B par Tune 
des forinulcs 

cot B ^ cosa LingC, cotB =^ sinccot^. 

REMàiiQi;!!:. — Le problème est toujours possible et il n'ad- 
met qu une seule solution. 



Etant donnés les rfe«^ angles abU- 



133- Sixième cas, 
tfiies B e£ C, calculer les trois côtés a^ h^ c 

On emploiera les formules 



cos a =^ eut B cot C, coa h =:= 



cosB 



cosC 



sin C sin B 

du n" H5j ou pin Lot les suivantes du n" H6 , 



tan' 



t_ _ /cos(i8o"— B — 

; - « _ -h y ^^^ -^CJ 



tang - b = -h y/ tang ( -^ — 4S° ] tatig ( - — - ^ 45*') 1 



tang- 



y/tang [~^ - 45°^ l^ng y^ +4^'*')» 



qui donnent les inconnues par leurs tangentes. 



I 



I 
I 
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Resiauque. — Pour que lu problème soit possible, il faut et 
il sulïit : i*^ que la somme B 4- C soit comprise entre 90 et 
^70 clt:gre,s ; 2** que la diffirence B — C soit comprise entre 
— ga^ cL -h 90*^', Lorsque ces conditions sont remplies^ les 
seconds membres des formules prëcédeutes sont réels et le 
problème admet une solution uuîque, 

Résolut ion des triangles sphéritfues rectilatères* 

13t. Bien que la résolution d*uu triangle rectîlatère puisse 
se rameuer à celle d*un triangle rectangle, par la considération 
du triangle supplémentaire, il n*est pas inutile de présenter 
le tableau des formules qui cou viennent à chacun des six cas 
qu ou peut rencontrer. Nous nous bornerons au surplus à cette 
simple indication, les remarques et les discussions auxquelles 
donnent lieu les formules étant exactement les mêmes que 
celles qui ont été développées a Toccasion des triangles rec- 
tangles. L'angle opposé au coté égal à 90 degrés sera toujours 
désigné par A- 

135. Premieu cas. — Etant donnés les angles A et B, cal- 
caler l'angle C et les côtés b et t\ 

Les formules à employer sont (117) 



cosC ^ - 



cosA 



sill Ù :^ 



sinB 



COSC = — 



tangB 



cosB sinA' 

Qiais OD peut leur donner la forme suivante, qui est préférable : 

tang - C = -h l/cot i (A — B) cot ^ (A 4-B), 
^V ^ I Vtangi(A-B) 

le signe ambigu rb de la deuxième formule se déterminera par 
cette considération que £ et B sont en même temps inférieurs 
ou supérieurs à 90 degrés. 
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136. Deuxième cas. — Étant donnés les deux angles B 
et C, calculer V angle A et les côtés b et c. 

Les formules à employer sont 



tanffB 
,cosA = — cosBcosC, tangÉ» = . ^ tangc=: 



tangC 
sinC ' ° sinB 



Si l'angle A est mal déterminé par son cosinus, il faudra d'a- 
bord calculer b ou c-, on pourra ensuite obtenir A par Tune 
des formules 

tangC , tangB 

tangA — V' tangA— ^ . 

cos6 " cosc 

137. Troisième cas. — Etant donnés l'angle A et le côtéb^ 
calculer le côté c et les deux angles B et C. 

Les formules à employer sont 
sin B = sin A sin ô, tangC = — tangA cos b, tangc = • 

Si Ton veut déterminer B par sa tangente, il faudra commen- 
cer par calculer c ou C, et Ton aura ensuite pour calculer B 
Tune des formules 

tang B = sin C tang b, tang B = — tangA cosc. 

138. Quatrième cas. — Etant donnés le côté b et l'angle 
opposé B, calculer le côté c et les angles KetQ, 

Les formules à employer sont 

. , sinB . ^ tangB cos^ 

sinA=-: — -t smC= — —rt smc== -: 

sin 6 tang 6 cosB , 

on peut les transformer dans les suivantes : 



..,(45..iA)=±y/gj||^-|), 



i(^-B)' 
tans 



/450 + i c") =iiz i/cot - (^^ -f- B) cot i (6 — B); 
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les deux solutions se détenu lue ut par les considérations dont 
nous avons fait usage au n*^ 1 31 . 

139. Cinquième cas. — Etant donnés l'angle B et le côté c, 
calculer le côté b et les deux angles A et C. 

Les formules à employer sont 

(a 11 or g 

cosô = cosB sine, tangA =: ^—- , tangC = sinB tangc. 

Si Ton veut déterminer b par sa tangente, il faudra commencer 
par calculer A ou C, et Ton aura ensuite b par Tune des for- 
mules 

cot^ z=i — ces A tangc, cot^ = sinC cotB. 

140. Sixième cas. — Etant donnés les deux côtés b et c, 
calculer les trois angles A, B, C. 

Les formules relatives à ce cas sont 

^ ces h ^ ces c 

cosA = — coto cote, cosB i= . — ? cosC = -; — - : 

SI ne sin6 

mais il convient de les transformer dans les suivantes : 

I . / cos{^ — c) 

tang - A =: -h * ^ ^ ^ 



/ cos(^ 
V cos(i8o*»- 



2 V cos(i8o** — b — c) 



tang ^ B ^-f- i/tang (— 45^ -{- --^ \ umg Us^-h ^-\ - 

tang ^C = -h i/tang (— 45'» -I- -^-\ tang (45° ~— ) 



Remarque sur la résolution des triangles sphérifjues 
quelconques. 

141. Les triangles rectilatères ne sont pas les seuls dont la 
resolution se ramène à celle des triangles rectangles ^ la même 
chose a lieu encore dans les deux cas suivants : 

i** Si parmi les éléments donnés se trouvent deux côtés 



^']2 
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-égaux a et ô, ou deux angles é^a x A et B, la perpendiculaire 
abaissée du sommet C sur le tôU: AB prtagera le triangle ABC 
en deux triangles reelaiiglcs égaux: dans toutes leurs parties. 
On résoudra Tuu de ces triangles rectangles où Ton connait 
deux éléments outre Tangle droit, et l'on aura immédiatement 
les éléments inconnus du triangle proposé. 

3** Si parmi les éléments donnés se trouvent deux cotés a 
el b ou deux angles A et B^ dont la somme soit égale à 1 80 de- 
grés, en prolongeant les côtés a el c jusqu'à leur rencontre 
eu B'^ on formera un triangle AB'C dans li'qnel deux côtés ou 
deux angles strort égiux, La résolution du Iri angle AB'C se 
ramène, comme on Ta vu, à celle d'un inangle rectangle; elle 
entraine d*ai Heurs celle du proposé. 

La résolution des triangles spliériques en général présente 
■six cas-, mais trois de ces cas peuvent se ramener aux trois 
autres par la considération du triangle supplémentaire, et les 
solutions de deux cas correspondants s*ob tiennent par des for- 
mules analogues. Il n y a donc en réalité que trois problèmes 
•distincts, 

Mésùhdlon d^un triangle sphérique dans lequel on connaît 
les trois côtés ou les trois angles. 

14-2. Première MÉTHOor:. — Si les trois côtés sont donnés, 
un peut calculer les angles par les formules (i), (a) ou (3) du 
n" 1 19; on doit préférer les formules (3), savoir : 



tatij 



tanj 



a y sinp sin [p — àj 

£ _ /smfp — aj sinf/? — _é) 



&m( p — ft) sinf/3 ^ r] 
sinp sin(/J — «y 

^m( p — a) sinip — c) 



sinp sin (/» — c) 



où il faut se rappeler que p désigne le demi -périmètre 

^ -h è H- ff 
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Si ce soot lus angles qui sont donués, ou pourra calculer les 
côtés par les formules (4}, (5) ou (6; du 11** 120^ 
férer 1 ' c m plo i de s f o rmul es ( 6 ) , savoir ; 



, doit 



j>re- 



(A-^) 



I / SIDyS s 



i^r 



sin(A — ^f] siQ(C — ^f) 

I __ / sïn|esin(C*^-Jï) 
ï^^"§ ï ^^ " V sin{A--L|}sin(B -fi) ' 

où e désigne l'excès sphérîque A -h B -I- C ^ — - 1 So", 

Remauqce. — Pour qu'un triangle soit possible avec trois 
côtés donnés^ il faut et il suffit: i'* que la somme de ces troîs^ 
côtés soit inférieure a 3(>o degrés; 2** que chacun des côtés soit 
inférieur r la somme des deux autres. De même, pour qu'un 
triangle soît possible avec trois angles donnés^ il faut et il suf- 
lit : i^que Texcès splîérique qui résulte des angles donnés soit 
compris entre zéro et 36o degrés ; 2^ que chacun des angles 
donnés soit supérieur à la moitié de l'excès sphérique* Ces 
résultats de Géométrie sphérique se déduisent îmmédialemenl 
de nos formules. 

Lorsque les conditions dont il vient d'être question ne sont 
pas tontes remplies, les expressions des tangentes des demi- 
angles inconnus ou des demi-côtés inconnus deviennent ima- 
ginaires, 

143. DevkïïvMK MttTHOTïE. - — Lorsqu'on a besoin de calculer 
les trois éléments inconnus, on peut substituer aux forjHLit* s 
précédentes les formules (8), {g) et (10) du n"^ 124. 

L'emploi de ces nouveîlt^s formules n'exige, connue dans la 
solatiou précédente, que la reclierclie de quatre logarithmes l 
cl Ton j trouve cet avantage qu* ayant calculé séparément les 

quatre quantités A e, B s, C — ^ - e et - e, ou p^ p — a, 

p — ^5 p ^ c, on a un moyen de vérifier l'exactitude des ré- 
sultats obtenus. 



k. 
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144. Exemple. — On donne les trois côtés 

a:^rr3°2'56",64, 
^» = 82°39'28",4o, 
c = 74"54'3i%o6, 

et l'on demande de calculer les angles A, B, C. 



PREMIÈRE MÉTHODE. 



TYPE DU CALCUL. 



p=:^(a-i-b'hc). r35"i8'28",o5 

p — a 22**i5'3i'',4i 

p — b Sa-SS'Sg^eS 

/>— r 6o°23'56",99 

I 

logsin;? 7,8471394 1 

\ogsin(p — a) 7,5788980: 

\o§s\n(p — b) 7,9oo336i | 

iogsin(/>— r) 7,9392635 i 



Calcul de V angle A. 



° Y sin/?sin(/?— ^) 

log8in(/? — b) 7,9O0336i 

logsin(/? —c) 7,9392635 

"-logsin(/? — fl) 0,4216020 

— logsin/? 0,1528606 

0,4140622 

logtangjA 0,2070311 

\k 58°io'i%io 

A Il6"20'2',20 



Calcul de l'angle B. 

"' Y smps\n{p — b) 

\ogs\n(p — a) 7,5783980 

logsin (p — c) 7 ,9392635 

— logsin (/? — b) 0,0996639 

— logsin/; o ,1528606 

7,7701860 

log tang|B 7 , 88 50980 

jB 37"3o'25^8o 

B 75° o'5i",6o 



Calcul de l'angle C. 

logsin (/? —a) 7,5788980 

\ogs\n(p — b) 7, 9003361 

— logsin (/? — c) 0,0607865 

-logsin/? 0,1528606 

7,6928812 

logtangjC 7,846i656 

iC 35«3'29',58 

C 7o°6'59',i6 



CHAPITRE QUATRIÈME. 



175 



DEUXIÈME MIÊTHODE. 

[Emploi des formules (8) et (9) du n*» 124.] 



TYPE DU CALCUL. 



hr 67°39'i4',025 

4(/^-'ï) n" 7'45',7o5 

k[p-b) 26° 19' 9.9", 825 

i(/? — c) 3o" 11 '58", 495 

Calcul de V excès sphérique e. 

logtangj/? o,386o84o 

loglang{(>9 — r/) T, 2938583 

logtangi(/?-^).... 7,6944058 

log tang-i (/? — r) . . . . 1 , 764926 1 

1,1392742 

logtang{-8 1,5696371 

Ig 20°2l'58",25 

s 8i'27'53",oo 



Calcul de V angle B. 

logtangi(/?— ^) 1,2938583 

logtangK/? — c) 1,7649261 

log co\,^(p — b) o , 3055942 

logcotl;? 7,6139160 

2,9782946 

logt:mg(iB-i£)... 7,4891473 

^B~|£ 17*» 8'27^55 

iB 37^3o'25",8o 

B 75*» o'5i",6o 



logtangj/? o, 3860840 

logtangiiy» -«).... 7,2938583 

logtang|(/? — ^) 7,6944058 

logtangi(/?-c) 7,7649261 

Calcul de Pangle A. 

logtangi(/;-^).... 7, 6944058 

log langui/? -c) . . . . 1 ,7649261 

\o%CQi{[p—a) o,7oGi4i7 

logcot^/? 7,6139160 

7,7793896 

]ogtang(jA~i«) . . . 7,8896948 

iA-|£ 37'»48'2',87 

iA 58°io'i'',i2 

A Il6*»20'2'',24 

Calcul de l'angle C. 

logtangK;? — ûf) 7,2938583 

logtangJ-î/? — ^>). . . . 7, 6944058 

\0SC0if(p—c) 0,2350739 

logcot{/? 7,6139160 

2,8372540 

logtang(iC — {s).... 7,4186270 

}C-i£ i4°4i'3i",34 

iC 35« 3'29",59 

C 70*» 6'59",i8 



J^érification : 

ls-f.(^A-iO + (;B-ie) + (iC-i:E) = 9oOo'o",oi; 
erreur sur V ensemble : o'\ o 1 . 
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llésolation d'un triangle sphérique dans lequel on connaît 
deux côtés avec V angle compris^ ou deux angles avec le 
Coté compris. 



143. Premièhe méthode. — Lorsqu'on a besoin de calculer 
les trois éléments inconnus, on obtient la solution la plus 
simple du problème au moyiin des formules de Néper, savoir : 



' > . ^. * ^ CDS4-f« — Â) 

tang-(A + B ^ cot ^C ^^ ^ 

^2 ' a cos|{fl 



W 



tmer- (A — B = col -C — ■ > , ■» 



i , ^ ^ I cos^ (A 



B) 



:I{«-i)=tangic._^^j^ 



sini(A— B) 



Si les éléments donnés sont a, à et G, on calculera d'abord A 
et B au moyen des formules (i) et (s) ; ou calculera ensuite c 
au moyen de Tune quehonque des formules (3) et (4)- 

Si, au contraire, les éléments donnés sont A, B et c, on cal- 
culera a et 6 par les formules (3) et (4), et ensuite C par rune 
ijuekonque des formules (i) et (a). 

Remarque I. — Le calcul des éléments mconuus A et B ou 
a et B exiijje la ret.licrclic dtf cinq logarithmes; il faut ensuite 
deux nouveaux logJit itliuics pour obtenir l'inconnue c ou C. 

Remarque IL — Lt.-s données étant supposées composes 
entre zéro et 1 8o degrés, le problème admet toujours une st>- 
iution unique. 

146. Deuxième méthode. — On peut encore résoudre le 
problème proposé en faisant ui^age des formiïlcs étal)lies aux 
n^* lOy el suivants^ et qui pcrmetrent de calculer directement 
iliaque inconnue indépendamment des deux autres. 

Si les éléments donnés sont a, è, C, les formules qui détcr- 
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nsinent les inconnues sont 

Icoia sinb — cot A sinC = cos b cosC, 
cotb sina — cotB sinC = cosa cosC, 
COSC .= cos a cos 6 + sina sinb cosC. 

On calculera, comme il a été dit au n*' 118, deux angles 
auxiliaires (p et i|/ compris entre zéro et i8o degrés, et tels que 

(2) tangy = tangfl cosC, tang^{> = tangb cosC ; 

les deux premières formules (i) deviendront alors 

/ov * A sinytangC ^ simj; u/igC 
(3 tangA = . ; . ^ . » tangB =: -^ ?— . 

L'un quelconque des angles auxiliaires y et ^j^ peut servir pour 
le calcul de c^ car la troisième équation (i) donne, en se ser- 
vant des formuler (3), 

, ,. cosflcosf^ — 9) cosbcosfa — ^î;) 

(4) COSC =1^ ^ -j coscz= —> 

' cos y COSiJ; 

Il peut arriver que le côté c soit mal déterminé par son cosi- 
nus \ dans ce cas, on calculera d'abord A ou B et Ton pourra 
obtenir ensuite c au moyen de sa tangente; effectivement, 
si Ton divise respectivement par les équations (4) les deux 
formules 

sinasinC . sin6sinC 

smc = — ; — - — et smc =rr ; , 

smA smB 

il viendra, en ayant égard aux formules (2) et (3), 

^ * ° cos A ^ cosB 

Si les éléments donnés sont A, B, c, les formules qui déter- 
minent les inconnues sont 

i cota sine — cotAsinB = cosccosB, 
cot 6 sine — cotB sinA = cosc cos A, 
cosC = — cosA cosB -f- sin A sinB cos r ; 

Trig. s. 13 



r^8 
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on calculera deux angles auxiliaires (f et ^ compris entre zéio 
Cl ï 80 degrés ei tels que 

( a bfs ] tang ^ :== — tan g A cos c, tang 4* = -- tuuig B cos c, 

et les deux premières équations (t bis) donneront 

muf lange ^ ^ ^ simj/ tangrr 



(3 b/s) tanga : 



tang b == - 



si[i(B — y) ^ fiiii(A — ij^J 

La troisième équation (i Ar.ç) donne aussi 

cosA cos(B — (|p) ^^ cosBcos[A — 1},) 



(4 &^*) cosC=: 



cos^ 



^ cosBcos A^ 
cosC^— -- 



et eu combinant ces équations avec les fonnnles 

sinrsinB 



, ^ smcsmA 

mnC^ — . _5 

sma 



sînG := 



SLD^ 



il vient enfin 

( 5 bh) laag C ^ - taûg[B~ç) ^ lang C : 



tnng(A -^1) ^ 



li faut remarquer que les formules (1 his)^ (2 bis)^ (3 bù)^ 
(4 ^*^'^)ï (^ ^''^) s^ déduisent des formules {1), {2), (3), (4)? 
(5), en remplaçant dans celles-ci A^ B, C, a^ i, c par les sup- 
pléments de a, 5, c, A, B, C et y, tff par leurs suppléments. 
Les deux triangles que nous venons de considérer sont edecti- 
vement supplémentaires. 

REMARQtTE. — Quand les éléments donnés sont a, i, C, le 
calcul du seul angle A ou B exige la recherclie de cinq loga- 
rithmes, comme l'emploi de la première méthode. Le calcul 
du côté c par Tune des formules (4) exige également cinq loga- 
rithmes*, mais, lorsqu^ou n'a besoin que de ce seul côté, la 
deuxième méthode doit être préférée à la première. Il en est 
de même quand les éléments donnés sont A, B, c; Temploi de 
la méthode précédente n'oiï're d avantages qu^à l'égard de 
l'angle C, dans le cas où Ton ne doit calculer que ce seiJ 
élément. 

i47< TROISIEME MÉTHODE, — La métbodc dont nous allons 
parler se rapporte exclusivement au cas où Ton ne veut cal- 
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culer que la seule inconnue c ou C. Dans la solution précé- 
dente, on a recours, pour cet objet, à Tune des formules (4) 
ou (4 bis)^ qui déterminent Télément inconnu par son cosi- 
nus. Il peut arriver que cet élément ne puisse être obtenu de 
cette manière avec précision, et alors il convient d'opérer 
comme il suit : 

Si Tineonnue est c, l'équation qui la détermine peut s'écrire 
ainsi : 

cosc = cos(« — ^) — 2 siaa sïnb sin*- C, 

ou 

sin* -c = sin' - (a — b) -h sina sin b sin* - C ; 
2 2 ' ' 2 

si donc on calcule un angle auxiliaire &) tel que 

sin^C .-. r-j- 

tangw = -: — TT-^ — pr i/smfl sin 6, 

&inj(a — b) 

on obtiendra ensuite c par la formule 

. I sin^(a — b) 

sm - c = — ^ -' • 

2 cos&> 

Si l'inconnue est C, on a 

cosC = — cos(A H- B) — 2 sin A sinB sin^-c 

2 

ou 

sin* - C = ces' - f A 4- B) 4- sinA sinB sin* - c; 
2 2 ^ ' 2 

on calculera donc Tangie auxiliaire (ù par la formule 



sm-rc 



et Ton aura ensuite C par la formule 

2 COSO) 

Remarque. — Cette troisième méthode n'exige, comme la 
précédente, que cinq logarithmes pour le calcul de c ou de C- 

la. 
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148. Exemple. — On donne les côtés a, b et l'angle coin'* 
pris C, sai^oir : 

a = ii3°2'56'',64, h = 82^39' 28",4o, C=: i38"5o' i3",G9, 
et l'on demande de calculer les angles A, B et le côté c. 
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l{a—b) i5*»ii'44",«a 

i(a-h^) 97*»5i'i2",52 

iC 69°25' 6", 845 



Calcul de i(A-i-B). 

,cosj(« — 6) 



tang{(A-hB) = cot{C 



cosi[a-i-b) 



logcot^C T, 5746163 

\ogco8i(a — b) 1,9845439 

— log--cos^(fl-H6). 0,8644218 

log — lang j (A -f- B). . o,42358i5 

i(A-+-B) iio°39'35',29 

Calcul (les angles A ^/ B. 



i(A + B), 
UA~B) 



1I0°39'35^29 
5"4o'26",9i 



A ii6°2o' 2", 20 

B io4»59' 8",38 



log — cos|(A-+-Bj. 
logcoSï(A — B).. . 



ï,54755i3 
1,9978668 



logsin{(« — ^) 7,4184917 

logcos|(a-^) 1,9845439 

Iogsin^(«-i-^) 1,9959074 

log— cos^(a-+-^) . .. 1,1355787 

logcotiC T, 5746163 

Calcul de \{k — '^]. 
langi(A-B) = coliC?!54}^- 

logcot^C T, 5746163 

logsin|(fl — ^) T, 4184917 

— log sin |(« -h ^ ) . . . o ,0040926 

log tang^(A — B) . . . 2,9972006 

i(A-B) 5'>4o'26»,9i 

Calcul du côté c. 

I » M ,xCOS|(Ah-B) 

tangie = tangi(.^^)^;J^gj.^ 



log sini(^ H- ^) 1 ,9959074 

— log — COS7 [a-\-h]. o , 86442 1 3 
log — CCS I (A 4- B) .. T, 5475513 

— logcos|(A— B) . . 0,0021332 

log tangue o,4iooi32 

\c 68°44'32",3o 

c i37'*29' 4",6o 



Résolution d'un triangle sphérique dans lequel on connaît 
deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux, ou deux angles 
et le côté opposé à l'un d'eux. 

149. Première méthode. — Soient a, è et A ou A, B, a les 
éléments donnés. On calculera d'abord l'inconnue B ou i par 
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i8i 



I 

I 

I 



I 



là formule 



sinB 
slnA 






et Ton pourra obtenir ensuite la valeur correspondante de C 

onde c par le moyen des formules de Nëper, savoir : 



tangue = ^-^ -^ 

2 COS^f/l 



B)siQ|(<7 — b) 



tang-c ^: 



B)cQS^{n—^b) _ cot-^ (A 
cos4 [ A ' 



B) sin^(A — B) 

Pour que le problème soît possible, il faut d'abord que le 
Sînus de rëlëment inconnu Bon h soit compris entre zéro et i \ 
lorsque cette condition est remplie, îl existe pour B ou & deu3c 
valeurs supplémentaires Tune de Tautrej mais, ponrque Tune 
de ces valeurs convienne au problème, il est nécessaire que 

les valeurs correspondantes de tang- C et de tang - c soient 

positives, ce qui exigeque les dSlFércnces A — B et €i — b soient 
de même signe. Si cette condition n'est eatis faite par aucune 
des deux valeurs de B ou de è, le problème n'admet aucune 
solution ; mais, si elle est satisfaite pour Tune de ces valeurs, 
il y a nécessairement une solution correspondante. En efTet, 
A ^ — B et a — b étaut de même signe, on obtiendra pour C et 
pour c des valeurs comprises entre zéro et i8n degrés, par le 
moyen de deux des formules de Néper^ ces valeurs de C et de c 
seront les mêmes que celles qui seraient données par les deux 
antres formules de Népcr, car celles-ci se déduisent immédia- 
tement des deux premières en faisant usage de la relation 



sinB 
sinA 



sin b 
sina 



tang|(A 



B) 

B) 



ir. 



, t^g 

tangi(«^è)" 



11 suit de là que les valeurs trouvées pour B ou Â, pour C et 
pour r;, satisfont aux quatre formules de Néper. Si donc on se 
propose de résoudre un triangle avec 1*?? douiiccs a, 6, C, pro- 
blème qui est toujours possible, on retrouvera nécessairement 
pour les éléments chercliés les valeurs A, B, c. 

Les deux cas dont il s'agit ici sout nommés cas douteux des 




^S^ 
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triangles sphSriques^ parce qu'il peut y avoir încerlitude à 
l'égard de celle des valeurs de B ou de h qui convient au 

t ri angle que Fou doi t con s îd érer , M a i s , da ns 1 c s appl i ca l îou s , 
<;etle incertitude disparait toujours par un examen alleu tif des 
Cl reçus tances du problème à résoudre, 

150. Deuxième Mti^iioDE. — La méthode précédente ne doit 

être ejuplovL'e cpe daus le cas où il s'agit de déterminer Télé- 
nieiu B ou b avec Tun des deux éléments C et c seulement. 
Trois logarithmes sont nécessaires pour le calcul de B ou è, 
et Tespèce de cet élément étant supposée connue, il faut trois 
nouveaux logaritlimès pour obtenir C ou c. 

Lorsqu'on a besoin de calculer les trois inconnues, on déter- 
minera Télé ment B ou i comme précédemment, et si respèce 
de cet élémeut est connue, on pourra obteoir C et c par les 
fonnules (il) et (la) du n" 123, qui exigent seulement la re- 
cherche de quatre logarithmes. 

Faisant doue 

A-f-B = S+I8o^ A- B = D, 

a-r- h^^s -h l8o", a — è z— ^/, 
puis 



M = tang - 



d S 

tang 



N =: tang 



4 """' 4 

on aura, par les formules (i i} du n^ 123, 

C-hc 

4" 



H- D f ^ 

4 t^ng--^. 



tang^^ = ±0WN, 



tang 



v1- 



le radical devant être pris, dans la première formule, avec le 
signe des quantités M et N. 

On peut employer les formules (12) du n° 123 au lieu des 
formules (n)^ il ny a aucune raison de préférer les unes 
aux autres. Lorsque le prohlème proposé admet deux solu- 
tions, si Ton a employé les formules (11), comme nous venons 
de le faire, pour le calcul de Tun des triangles, les formules (1 a} 
permettront de calculer les éléments du deuxième triangle, 
sans qu'il y ait besohi, pour cette opération, d^^ucun loga- 
rithme nouveau. 
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ElTecti veulent, designous par C et c' les valeurs de C et c 
qui se rapporleiil au deuxième triangle; il faudra reniplacer, 
dans les formules (12) da u° 123, B par 180" — B, ou h par 
180" — è, ce qui revient à permuter entre elles les lettres S 
vt D, ou s et rf, suivant que les données dn problème sont a^ 
i, A^ ou A, B, fl. Alors si Ton lait, pour abréger^ 



W ^:^ tang —-. — cot — 7 — f 
4 4 



cot — y— tang 



S^d 



on aura 



UDg (-y ±45») = i/M^, t^ng{^^- -^ 45») =±\/^- 

Lorsque les données sont a^ i, A, il faut prendre les signes 
supérieurs dans Tnn et Fautre membre de la première formule. 
et le signe du radical de la deuxième formule est celui des 
quantités M' et N', Si, au cotilraîre^ les données sont A, B, a^ 
Il faut prendre les signes inférieurs dans les deux membn^s 
Je la première formule, et le radiral de la seconde formule doit 

re pris avec un signe contraire à celui des quantités M^ et W. 

Remarque. — Ou voit que la solution complète du pro- 
blème, même dans le cas où elle conduit à deux triangles qu'on 
veut calculer l'un et Tautre, exige seulement l'emploi de sept 
logarithmes. 

IBl. Troisième méthoue. — La solution la plus simple du 
problème qui nous occupe s'obtient par le moyen des trois 
formules dans chacune desquelles ligurent les données avec 
Fune des inconnues. Cette méthode, qui exige le calcul de 
deux angles auxiliaires, est celle qu'il convient d'employer 
dans la plupart des cas. 

Supposons que les données soient a^ 6, A; les formules qui 
déterminent les inconnues sont 



(•) 



sîaE : 



sin6sinA 



(€oSii ^ cosè cosc -h sîn h slnc^cos A, 
cota sin 6 — cot A sîn C ^ cos b cosC, 
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CLacuue d'elles permet de calculer dîreetemenl Tune dus 

incanimcs, et elle fournît en même temps un critériani pour 
reconnaître si un triangle est passible avec les données En 
eiîët, ainsi qu'on Ta vu au n^ 149, si Ton pimt tirer de la pre- 
mière formule une valeur de B telle, que A — B soit de même 
signe que ^ — *î J' J ^^^^ ^^^ solulîan du problème coircs- 
poudaut à cette valeur de B* Pareillement, si la deuxième for- 
mule fouruitune valeur dec comprise entre zéro et j8o degiés, 
il est évident gu*il y aura une solution du problème cui-res- 
poiidaJit h c<!lte valeur, car le triangle formé avec les côtés ft, c 
et l'angle A satisfera aux conditions de renoncé. De même, 
enfin, si Ton peut tirer de la troisième formide une valeur de C 
.comprise entre zéro et 180 degrés, il y aura nécessairejuent 
une solutiou du problème correspondant à cette valeur, car 
on piiurra toujours construire un triangle avec les éléments a, 

La première formule du système (1) est calculable par loga- 
ritbnies \ pour obtenir cet C, on déterminera deux angles auxi- 
liaires îf et tff compris entre zéro et 1 80 degrés, et tels que Ion ait 



, , , cotA 

tatig&cosA, tangif' ^^ - -yi 



(2) fângy 

les deux dernières formules ( i ) donneront alors 



/-P, / \ COSiiCOSflï /^ . \ f t 

[S) cos(f^^fJ^^- — -i cos(C — ^)^cot« taiigooQSiî/- 

Pour que le problème proposé soit possible, il laut que la 
valeur de sin B soit inférieure à 1, ut que les valeurs du 
cos (c — ç), eos (C — i^) soient comprises entre ~i et -h 1 ; îl 
est facile de s'assurer que ces conditions sont exprimées par la 
seule inégalité 



sin à sin A 



<i. 



Si celle inégalité est satisfaite, on pourra calculer, par la pre- 
udère fonnulu (1), une valeur .M de B comprise entre zéro et 
90 degrés j et, par les formules { 3 ) , des valeurs N et P de c — f 
et C — ^, comprises entre zéro et 1 80 degrés. Mais on satisfera 
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aussi aux équations en prenant B = 1 80*^ — M, c — (f=r — N, 
C — \p=z — P; il est aisé de déterminer, dans chaque cas, les 
valeurs de B, C, c qu'il faut associer pour obtenir un triangle 
répondant à la question. Effectivement, si Ton introduit les 
angles auxiliaires cp et ^ dans les formules 

cet 6 sine — cotBsinA = cosccosA, 
cosB rrr — cosA cosC -h sîuA sinC cos^, 

celles-ci deviennent 

//x • / X . tanffA . ,^ ,, . , cosB 

(4) sm(c — ©) — sm© — ^, smfC — iL) =smtL -, 

^^' ^ ^^ ^tangB ^ ^^ ^cosA 

ce qui montre que les différences c — y et C — ^ sont de 
même signe. On voit aussi, parles formules (4)1 que, si ces 
différences sont positives, les angles A et Bsont tous deux infé- 
rieurs ou tous deux supérieurs à 90 degrés, tandis que, si c — (p 
et C — ^ sont négatives, les angles A et B sont, Tun inférieur, 
l'autre supérieur à 90 degrés. D'après cela, les valeurs de 
B, C, c qui doivent être associées seront 

BmrM crrr^ + N, C r- ,[, ^- P, ) 

[ siA<lQ0**, 

Bm8o«-M, cr^<p— N, Crrr^- P, ) ^^ 

B-:l80»— M, c: rip-f-N, C - ^I» + P, ) 

5 siA>QO*', 

et chacune de ces deux combinaisons répondra certainement à 
un triangle, à moins que la valeur de c ou de C qui y figure 
ne soit pas comprise entre zéro et 180 degrés. 

Si l'on divise la première et la deuxième équation (4) res- 
pectivement par la première et la deuxième équation (3), on 
trouvera, en ayant égard aux équations (2) et à la première 
équation ( 1 ) , 

(5) tang(c — y) = tangflcosB, tang(C — 4») -"=-' ' 

d'où 

(6) taTig(c — ^) =z sinèsînAtang(C — •«!/). 
Lorsqu'on a besoin de calculer les trois éléments inconnus^ 
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et que Ton a obtenu B par )a première formule (r), on peut 
employer avec avantage les formules (5) et (6) pour achever 
la résolution du triangle^ celles-ci exigent eirectîvement un 
logaritlinie de moins que les formules (3), et elles dëterminent 
lesdifîerences c — cf, C — ^ par leurs tangentes. Pour le cal- 
cul, il est permis de regarder ces ditlérences comme positives^ 
c'est-à-dire comme égales à -h N et à -hP respectivement; 
mais alors, si Ton prend pour B la valeur M, il faut avoir soin 
de changer les signes des seconds membres des formules (5), 
quand Tangle A est supérieur à go degrés, 

152. On procédera exactement de la môme manière, sî les 
données sont A, B, a. Les formules qui déterminenl les incon- 
nues sont ici 



sinB sîria 



(') 



sinA 

cos A^ — cosB cosC -^ sinBsinCcos££, 
cotasin^! — cotA sïqB ;^ cosc cosB^ 



La première formule est calculable par logarithmes •, pour 
trouver G et c, on calculera deux angles auxiliaires (J/, <y com- 
pris entre zéro et i8o degrés, et tels que l*on ait 



tangif ^=: — tangBcos«, tang^: 



enta 
cosB' 



les deux dernières formules ( i ) deviendront alors 

cosA cos \L 

(3) 003(0 — 1^)=:—- -y cos(c— o)— — cotAtangBcos<p. 

cosB 



Si la condition 



sin B mn a 
siiiA 



<î 



est satisfaite, la valeur précédente de sînè sera inférieure à 1 5 
pareillement, les valeurs de cos (C — ^) et de qos{c — <f) se- 
ront comprises entre ^ — r et H- i ^ les Tables feront donc con- 
naître une valeur M de li comprise entre zéro et 90 degrés^ ainsi 
que des valeurs N et Pde c — ^ et C — ^^ comprises entre zéro 
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et 180 dt?grés; mais on satisfera aussi aux équalions en pre- 
nant h " 1 80** _ M, C — 4^ = — P, c — <f = — M. LUntro- 

ductîon des angles tff et (p dans les formules 



cot è 8 in fi — cot B sin C =^ coa a cosC, 
cosè -=: co^fl cosc 4- sma sine coâB 



donne 



{4| sinfC^^i)^:^ — sini ^ — —^ sinfc — ?J^^ — sin» 1 

^' ^ ^ tango i T/ ç^g^ 

il s'ensuit que les dtlTëreuces C — ^ ^ et c — ^ y sont de même 
sî^e^ on voit aussi que, si ces difïërences sont négatives, les 
côtés É^ et ô sont Tun et l'autre inférieurs à 90 degrés ou supé- 
rieurs à 90 degrés^ tandis que^ si c— ^ et C^i|/ sont positives, 
les côtés a et A sont Tun inférieur, Tautre supérieur à go de- 
grés. D'après cela, les valeurs de 6, C, c qui doivent èlre asso- 
ciées seront 



et 






i>90*» 



si a <^ 90" 



Cliacune de ces deux solutions cesse d'exister, si la valeur 

de C ou de c qui lui correspond n'est pas comprise entre zéro 

et 180 degrés, 

Des formules (3) et (4) on tire 

cntb 
(5) tang{C —'^) = '- tangA cosô, tang(c — y) ^ ^ — ^ 



(6) tang(C — ^) :=sin«siriB tang(c — ç)^ 

formules qui faciliteront la résolution du triangle quand le 
côté b aura été déterminé. 

Toutes ces formules sont semblables à celles que nous ayons 
obtenues au numéro précédent. On passe des unes aux autres 
en remplaçant a, è, c, A, B, C, y, 4* P^^ ^^^ suppléments de 
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A, B, C, «, è, c, (|», If ; cTt, en effet, nous n^avons fait autre 
eliosu ici que résoudre le triangle sup[jlémentaîre de celaî 
donl nous nous sommes occupé au n*' 151 , 

153, Quatrième méthode, — Uintroductîon des anglps 
auxîliaîrfs f et ^^ doiU nous avons fait usage dans la méthode 
précédente, éqtdvaut à la décomposition du triangle ABC en 
deux Irintiglus rectangles ou en deux triangles rectîlatères 
par le moyen d*un arc de grand cercle CD {Jig^ 3i), mené du 




sommet C an e6té opposé AB. En effet, si Tai e CD fait un angle 
droit avec le côté AB, le triangle rectangle ÂCD donne 

ta ng A D = tang ^ cos A , cat ACD = cns è tang A ; 

si, au contraire. Tare CD est mené de manière que sa longueur 
soit égale k un quadrant, le triangle BCD sera recLilatère^et 
il donnera 

cot« 
tangBD = — — — > tang BCD = -^ tàogB cosa^ 

d*on il suit que les angles désignés par y et i|j au n*' 151 sont 
respeftivemenl égaux a AD et ACD, tandis que les angles dé- 
signés par les mêmes lettres y et tf" au n" lo2 sont respectivi- 
ment BD et RCD. 

La métliode fondée sur la décomposition du triangle pro- 
posé en deux triangles rectangles ou rectilatères^ et dont nous 
voulons nous occuper ici, ne di(li?*re donc pas an fond de celle 
que nous venons de «lévelopper^ mais il convient de n^m arquer 
qu*on peut éviter remploi des sinus et des cosinus dans le 
calcul des éléments inconnus, 

Supposons, en etret, le cas où les éléments donnés sont it^ 
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6, A. Désignons par la perpendiculaire CD abaissée de C 
sur AB, on résoudra le triangle rectangle ACD par le moyeu 
des formules 

( tangf = tang6 cosA, cott|/ = cosô tangA, 
I tango = siny tangA = cos^[l tangè, 

après quoi le triangle rectangle BCD, dans lequel on connaît 
l'hypoténuse a et le côté 6, fera connaître les trois éléments 

CBD==B ou i8o° — B, BD = zh{c—^), BCD — =h(C — 4»); 

on peut appliquer à la résolution du triangle BCD le deuxième 
système de formules qui conviennent au premier cas des 
triangles rectangles, et Ton aura ainsi, à cause de Tindétermi- 
nation du signe des différences c — y, C — ^. 

tang 45« -f- - B = zh i/ —^, -{, 



(a) I tang^(c-<p) = i±:l/tang^(a — G)tang^(a-f-0), 

\ ^2^ ^' y sin{a 4-ôj 

Pour avoir les formules analogues qui conviennent au cas 
où les données sont A, B, a, il sutlit de remplacer, dans les 
formules (i) et (2), A, B, C, a, i, c, q>, tp, 6 par les supplé- 
ments de a, i, c, A, B, C, ^^ cf, 6 respectivement. 

La solution fournie par cette dernière méthode est évidem- 
ment moins simple que la précédente. 

154. Exemple. — On donne les côtés a, b et l* angle A, 
opposé au premier côté, sa\foir : 

az=ii3» 2' 56", 64, 
b=z 82" 39' 28", 40, 
A = 1 16** 20' 2", 20, 

et l'on demande de calculer les angles B, C et le côté c. 



igo 
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TYPE DU CALCUL. 

Calcul de l'angle B. 
sin^sinA 



sinB = 



sina 



logsiné» 1 ,9964245 

— logsina o,o36i32o 

logsinA 1,9524164 



logsinB 



I ,98497*9 



Calcul de l'angle C. 

, cotA , Ti cotM 
taiigJ;= — r, tangP = 3 



75*» o'5i'',6o = M 
104^59' 8*,4o=:i8o*» — M 

Calcul du côte c, 

tangf =tang^ cos A=sin6sin A tang+, 
tangN = sin^sin A tangP, 



log — cotA 1 ,6945773 

— logcos^ 0,8934910 



log — tang^f/ o,588o683 

j io4''28'36',44 



logcotM 1,4276177 

— log — cosûT 0,4072468 



logtangP 1,8348645 

P 34''2i'37",25 



C = ^!^±P 



70° 6'59',i9 
i38o5o'i3'',69 



logsin^ 1,9964245 

logsinA 1,9524164 

log — tangij^ o,588o683 

log — tang(p 0,5369092 

? io6°ir47',85 



logsinA 1,9964245 

logsinA 1,9524164 

logtangP 1,8348645 

log tangN ï ,7837054 

N 31^17' i6'',79 



c = (p±N. 



J 74°54'3i%o6 
1 137029' 4*,64 



Première solution : 
B= 75» o'5i",6o, C= 70» 6'59'^,i9, c=r: 74«54'3i",o6. 

Deuxième solution : 
B = io4»59' 8"4o, C = i38°5o'i3",69, = 137029' 4",64. 




Discussion des cas qui peuvent admettre deux sol al ions. 

153* Les deux derniers cas des triangles sphcriques sont les 
I seuls qui puissent adtnettre deux solutions, et encore ils ne les 
I admettent pas toujours. Les formules qui se rapporteiii à ces 
deux cas font connaître le nombre des solutions ei elles dé- 
terminent sans ambiguïté les éléments de chacune d'elles^ il 
n'est pas cependant sans intérêt d'étudier les diverses cîr- 
eonstances de ces deux problèmes; mais, parce qu^ils se ra- 
mènent immédiatement Tun h Tautre^ ainsi que nous Tavons 
déjà dit, nous nous bornerons à présenter ici la dîsrussion 
du cas où Von donne deux côtes a^ A, et Tangle opposé à 
l'mi d'eux. 

Si n^ft, ou a aussi Â = B, et les formules de Néper 
donnent 



cot - C ^ tang A cos^, tang - c^ tanga cos A. 



W Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que 
™ tangx\ et cos a, cos A et tang a aient le même signe, c'est-à- 
dire que A et a soient tous deux inférieurs ou tous deux stipé- 
rîeurs à 90 degrés. 11 n'y a qii*une seule solution. 

Passons au cas général. 11 faut, pour que le problème soîl 

.i 1 sîn£ siiiA . . 1 . ,, . 

possible, que — : — soit moindre que i \ si cette condition 

est rcïïuplie, il y a deux valeurs de B qui satisfont à Téqua- 

. ,^ sinèsinA ,, «* 1 - i . 

lîon sin D ^= — , : 1 tuie M est plus petite que 90 degré», 

l'autre M' est égale h 180" — M. 

Pour que l'une de ces valeurs de B reponde à la question, 
il faut et il suffit (n** 149) que A — B et a — b aient le mèùie 
signe» Ainsi la condition pour que M réponde à la question est 
que A — M soit de mèmL- signe que a — A j de même, la fon- 
ditiou pour que M' y réponde est que A — -M' soil de même 
signe i\uiî €1 — À. 

j ^ S opposons A <[ 90 ^^ et t <] go°. 
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Sî a est C^i 1^ ftirmule sîiiB^= — -. — — douuc M > A, 

etj à plus forte raison, M' > A 5 il y a donc deux solutions. 
Si a est ^ i, ou peut avoir 

fl-l-fi<i8a«', a + è==jSo", €ï H- /j>î8o°. 

Dans le premier cas, on a è <; i8o° — a, siu J <; sina; alors 

M esl<;^ A; mais, M' étant ^ A, il n'y a qu'une seule solution. 

Dans le cas de a H- è= 180*^^ on a 6^^ 180" — a. sini^=sina^ 

alors M ==î A et M'^ A; il n'y a donc aucune solution. Dans 

le cas de a-hè^iSu**, on a t^iSo^ — a^ sini^sîn^; 

alors M est >A, et, à plus Ibrte raison j M'^ A5 il ny a 

donc aucune solution. 

a° Supposons A <[ 90" et b=: 90". 

/■ 1 ry sin&sinA , ». ^ â ■" 

La Jormnle d = — ^^ donne encore M'>A, et, par 

suite, &I'^ A, à moins que Ton n'ait a ^^ 90**. auquel cas ou 
a M == A. Il y a donc deux solutions si a est <] 90^, et il n'y 
en a aucune si a = on ]> 90°. 

3*' Supposons A <^ 90^ et è ^ go'^. 

Si a est \^ ô, on peut avoir 



180*», 



h =3 180**, ^ H- è > [80*. 



Dans le premier cas, on a & <^ 1 80^ — a^ siui > sina : dors 
M est ^ A, et, à plus forte raison, M' est ^ A^ il y a donc 
deux solutions. Dans le cas de a -I- & =^ 1 80°, on a i == 1 80 — a, 
siuZt^^siua: alors M ^: A, M'^A; il n'y a donc qu*une 
solution. Dans le cas de a 4- è ^180°, on a i > 180^ ^ a, 
sîné <^ sina : alors M est <^ A j mais comme M' est > A , il y 
a encore une solution. 

Si a est^ by on a sîn <;^siiii, puisque o et 6 sont obtus : 
alors on a M/> A, et, à plus forte raison, M'> A; il n y a 
doue aucune solution. 

Les hypothèses A = 90" et A ^ 90** se discutent de la même 
manière 5 on peut comprendre tous les résultats dans le tableau 
suivaut ; 
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A<ç)o' 



6<90« 



[tf<^ 

]a = b 

\a<Cbeta'{'b<C 180® 

ay> 6 et a 4- ô = ou > 180". 



,0/ 



b=zgo^ 



ia<b. 



A = 90' 



û = ou > 6 

(a<6 et a-f-6<i8o^ 

^>>9C)** < a<^ et a -H 6 = ou > 180*». 
( a = ou > 6 

!az= b ou <^b 
a^b et « + 6<;i8o*» 
«>^ et a + 6 = ou > 180®. 
(azzzb 



*>90" 



.1 



a <^b ou^ b 

a <^b et a -i- b z= ou <^ 180**. 

û<6 et a-h ^>i8o« 

a = ou > 6 

rt = OU < ^ 



b <; 90*» ( a > 6 et a -f- 6 = ou < 180' 
b 



{a>-ietaH-é>i 80». 



A>9o« 



b = 91)" 



6>9o». 



Û rr: ou 

û>6 

<7 '< /^ et a 4- 6 = OU < 180'» . 
a <^b et a + 6 > 180*» 



a -b, 
a^b. 



deux solutions, 
une solution, 
une solution, 
aucune solution; 
deux solutions, 
aucune solution; 
deux solutions, 
une solution, 
aucune solution ; 
aucune solution, 
une solution, 
aucune solution ; 
une infinité de 

solutions, 
aucune solution ; 
aucune solution, 
une solution, 
aucune solution ; 
aucune solution, 
une solution, 
deux solutions; 
aucune solution, 
deux solutions; 
aucune solution, 
une solution, 
une solution, 
deux solutions. 



Problèmes de Trigonométrie sphérique, 

156. Problème I. — Calculer le volume d'un parallélépi- 
pède oblique, connaissant les longueurs des arêtes et les 
angles que ces arêtes font entre elles. 

Soient a, 6, y les trois arêtes qui aboutissent à l'un des 
Trig. s, i3 
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sommets du parallélépipède. De ce sommet comme centre, avec 
un rayon égal à Tunité, décrivons une sphère, qui coupera les 
faces déterminées par les arêtes 6 et y, y et a, a et 6 suivant un 
triangle sphérique. Les côtés a, i, c de ce triangle seront pré- 
cisément les angles plans donnés de Tangle trièdre, qui a pour 
sommet le centre de la sphère, et les angles A, B, C seront 
égaux aux angles dièdres du même angle trièdre. 

La base du parallélépipède a pour mesure «6 sine; si donc 
H désigne sa hauteur, le volume demandé V sera 

Vr=:a6sincX H. 

Mais si, par le sommet d*où la hauteur H est abaissée, on mène 
une perpendiculaire H' sur Tarête a et que Ton joigne le pied 
de H' à celui de H, cette dernière droite fera avec H' un angle 
égal à A, et l'on aura, par des triangles rectangles, 

H'r=7sin^, H rm H'sinA rzz y sin^sinA; 

par conséquent, 

V =: aSy sin b sine sin A. 

Or, si l'on fait a-\- b -h c = ip^ on a (119) 



. I . I^^Mp — b)s\n(p — c) 

sm- A= V/ . : . 'i 

r>. V sm6sinc 



\^=4 



sin7?sin(/? — a) 



sin ^ sine 
et, par conséquent, 

^ . 

sin A = — — ; — : — vsJn/^sinf;? — a) sinfp — b\ sinf o — c); 
smo smc ^ I \i I \r /» 

donc 



V = sia^7 sjûwp sin p — a) sin [p — b) sin(/7 — c) ; 

on peut écrire aussi (110) 

V = a?7 VI — ros'^rt — cos^^ — cos'c -\- 2 cosû ces 6 cosc. 

Remarque. — Si l'on prend le sixième de cette expression, 
on aura le volume d'un tétraèdre en fonction de trois arêtes 
contiguës a, 6, 7 et des angles a, è, c, que ces arêtes font entre 
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elles. Delà on peut déduire très-aisémeni l^expressîoii du vo- 
lume d'un lëtraèdru en fonclîon de ses six arêtes, 

157. Problème II. — Réduire un angle à l* horizon. 

Supposons qu un observateur placé au point (fig. ii) ait 
mesuré les angles formés avec la verticale 00' par les rayons 




visuels OP et OQ dirigés vers deux points fixes P et Q, et quMl 
ait mesuré aussi l'angle POQ formé par ces rayons visuels-, 
on demande de trouver l'angle P'O'Q' qui est la projection de 
POQ sur le plan horî^ontaL 

Si l'on imagine une sphère décrite du point comme eeutre, 
avec Tunité pour rayon, elle sera cf>upée par les trois faces de 
Tangle trièdre en O, suivant un triangle spliérique ABC, dont 
les côtés seront précisément les angles observés \ tandis que 
l'angle P'O'Q' qu'il faut trouver est égal à Tangle C de ce 
ti-iangle spliériipie. On est ainsi ramené à Tun dus cas des trian- 
gles splié ri ques dont nous avons donné la solution au n^ î 42* 

458. Problème IIL — Sfant donnée^^ les latiUides et les 
longitudes de deux points de la surface de la Terre ^ trouver 
la distance de ces deuoc points. 

Soient {fig- 33) P le pôle boréal, P' le pôle austral, EGE' 
i'équateur et G li^ point de ce cercle à partir duquel se comptent 
les longitudes. Supposons que GE soit le sens des longitudes 
orientales, et GE' celui des longitudes occidentales. Soient 
PACP' et PB DP' les méridiens qui passent par les deux 
points donnés, dont on connait les latitudes AC, BD, et les 
longitudes GC, GD; soit enfin AB Tare de grand cercle qui 

i3. 
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joint les points A et B, Dans le triangle sphéricpie PAB, on 
connaît T angle P el les denx côtés qui coniprtiïinent cet angle* 



■ V^'x 



— 4- 



/A 



En enfel, Tangle P est égal à la diilërence des longitudes (Ion- 
nées, lorsque celles-ci sont toutes denx orientales ou occklen- 
taies; et le même angle P est égal à la somme des longitudes 
données on au complément de cette somme à 36o degrés, lors- 
cjue Tune drs longitudes est orientale et que l'autre est occi- 
dentale. En outre, le côté PA est égal à 90°— ou 4- la latitude 
du point A, suivant que cette dernière est boréale ou australe ; 
et, de même, le côté PB est égal à qo° — •> ou -h la latitude du 
point B. 

Convenons que les longitudes soient positives ou négatives 
suivant qu'elles seront orientales ou occidentales, et pareUle- 
meui que les latitudes soient positives ou négatives suivant 
qu'elles seront boréales ou australes. Si Ion désigne par L el 
U les longitudes des points A et B, par X et 7! les latitudes des 
mêmes points^ on pourra (146 et 147) calculer le côté AB ^= x 
par Tune ou l'autre des deux formules 

sinTi sinfV-j- çï) 1 , sin-ï-fX — }/) 



COSç 



sm- 



Quand on fait usage de la première fornitile, il faut calculer 
préalablement T angle auxiliaire y par la formule 

taugÂp :^ cotÎL cos( r/ — L) ; 

si Ton veut au contraire employer Pangle ût>, on le calculera 
par la formule 



tangw = : 



sin-i (l ^V] 



\/cosXcoâV. 
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Supposons l'angle jc évalué eu degrés, la dcïuî-cîrconféreuce 

d'un méridien terrestre étant éi^ale à ^oooo kilomètres ; on 
aura, pour la longueur de AB en kilomètres, 

AB = - X looa* 
9 

159. Exemple. — On demande ta dislance de Saint-Pé- 
lershouvg à Falparaiso, sachant éftie Von a : 

Pour Saint-Pétersbourg ( Ohseruatùire)^ 

kt . sept . = l ^ 59*' 56' 30'' , long, orient- ^ L = 27 "58' 1 3' i 
Pour Falparaiso {F. S. ^nt.]^ 
lat. aust, =Vrrr— 33°i'55% long, occid. — L^ — — ^S-S^'^a", 



^,Çaivid eh V angle auxiliaire ip. Calcul de la distance jc. 

tang^ — coticos{L'— L). _ siiiXsin(V H- g) 

iogcoU T,76!i45çï9 «5ÛS!]? 

log — cqs(L'— L}.. . ï,3i5a455 I logsinl, ,..,....,.. » 1,9371751 

log^taBg^ 7,0777054 I ^""^^'^'''t!' ■ '"" ''^^^^^"^ 

i8o^ — î- 6'49'ii* , 




log — cos ^ . 



o,ûo3o837 



og — coSiT 1 , 7470818 

j ii3^57'a7* 
*■ ■ j 13773 kilom. 



I 



QUESTIONS PR0H35ÉE3, 



t. Déoiontrer que, si Ton joint les sommets d'un triangle sphérique avec 
les milieux des c6tés opposés par des arcs de grand cercle, ces arcs se 
couperont on un même point 0. Si a désigne lare qui joint le sommet A 
au milieu du côté a et que ^' et a" soient les parties de a comprises, la 
première entre le sommet A et le point 0» \û deuxième entre le poi&t 
et le côté àj on a 

m%{(b-^c)cù%\[b — c) Binçî' _ ^ 



CÛBa : 



COS^fl 



n. Démontrer que les ^r^mds cerclêâ menés par tes sommetg d'un 
triangle sphérique perpendiculairement aux coius opposés se coupent aux 
deux mêmes points. Trouver les longueurs des arcs compris entre un de 
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leurs pointa d'inltTsecLîon et les sommets^ ou entre les sommets et lefî 
côtés op postas. 

HL Fiésoudre un triangle sphérique rectangle, connaissant T hypoténuse 
et le rayon du cavàé inscrit. 

IV. Résoudre un triangle sphérique, connaissant un angle^ ïe côlé op- 
posé et la somme ou la diiïérence des deux autres côtés. 

V. HésiOuOre un tnangle sphénque^ connaissant un angle » l'un des côtés 
qui comprennent cet angle et la sc^mme ou la diiïérenee des deux autres 
côtés* 

VI . Si, dans un triangle sphérique, on a 

sinA BinB sinC 



sinff 



sinà 



deux des trois côtés sont respectivement égaux aux angles opposés, tan- 
dis que le troiiiièrae côté est le supplément de l'angle opposé; en outre, 
la tangente de Tun des arcs 45" -t- ^cf, 45° -h ^è, 45^ -h je est égale au 
produit des tangentes des deux autres arcs. On propose de démontrer ces 
résultats et de résoudre le Iriatigle lorsqu'on connaît deux rôiéj?^ ou un 
côté et la somme des deux autres, ou enfin un côté et la dtiérence des 
deui autres côtés. 

VU. Résoudre un triangle sphérique, connaissant ïcs sommes obtenues 
en ajoLjtant chaque angle avee le côié qui lui est opposé* Si rcn lait, pour 
abréger, 



X-ha^ 1 80° 



aa, 



et 



puis que l'on détermine tm angle auxiliaire ^ compris entre zéro et 
j8o degrés par la formule 



tangç^ 



H- a i/cosa ros [ w — « ) cos ( cr — S ) cos (p — 7 J 



sma sin€ »luy 



on pourra calculer ensuite les différences A — a, B — 6, C - 
formuks 

langK A —a]= cota eosf , 

tangi(B — è) = cotS cos^, 
lang^ ( C — c ) =î cot7 cos ip. 



c par les 
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CHAPITRE V. 

COMPLÉMENT DE LA THÉORIE DES FONCTIONS QUCULAIRES. 



Des expressions imaginaires» 

160. Conformëment à l'usage adopté, nous représenterons 
par i l'imaginaire yj — i , et nous appellerons expression ima- 
ginaire toute expression de la forme 

A-hB/, 

où A et 6 sont des quantités réelles, positives, nulles ou né- 
gatives. 

Quand nous saurons d'avance que deux quantités réelles 
A' et B' sont respectivement égales à deux autres A et B, nous 
dirons que les expressions A -h Bi et A' -h B'i sont égales. 

Il est évident que si Ton a plusieurs égalités de la forme 

A-t-B/=:A'-f-B'/\ 

et qu'on les multiplie membre à membre, en opérant comme 
si I était une quantité réelle, on obtiendra une égalité dans la- 
quelle les coefficients des mêmes puissances de i seront égaux ^ 
l'égalité subsistera donc quand on rabaissera les exposants 
de î au-dessous de 2, en faisant usage de l'équation i' = — i. 
Quelle que soit l'expression imaginaire A-f-Bï, on peut 
toujours trouver une quantité positivée p et un arc a tels, que 

l'on ait 

A = pcosa^ B = psina. 

£n eifet, il suffit de prendre 



puis 

A B 

cosa= * sma: 



VA»4-B» -fv^A^-f-B» 
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par conséquent^ on peut écrire 

A -1- B( = p cns^ -h f p sm^E 

ouj si Ton veut, 

À -{- Bf =: p{cos€ï H- /sin^). 

QuaTîd une expression imaginaire est ainsi ramenée k Ii 
forme p (cosa H- t sina), la quantité positive p est dite son 
modale; Parc a est son argtimenf . 

Le module d*une expression imaginaire donnée est déter- 
miné, maïs rargument ne Test pas entièrement 5 car une 
pression imaginaire ne change pas quand on ajoute à son ar- 
gument ou qu on en retranche un nombre quelconque de 
circonférences^ 

Les quantités positives et négatives peuvent être considé 
rées comme des expressions imaginaires dont le module esl 
égal à leur valeur absolue et dont Targumeut est un nombre 
pair ou impair de demi-circonférences; car, soit A un nombre 
positif, on a, quel que soit rentier ^, 



-h A r^ A (cos^ X ïT -^ l sin â Z-^], 

^ A = A[cos(2Â' -h i)fr -^ /5in(2^^ -^ O'^l" 



4 



Pour que deux expressions imaginaires soient égales, il faut 
et il sulïit que leurs modules soient égaux, et que leurs ar- 
guments difïërent d'un multiple de la circonférence. Sup- 
posons, en eilet, que les expressions p{cos£i -^ i sina) et 
f-'(cDsa'4- isina') soient égales^ on a 



f sina r^p sm^î 



et, si Ton ajoute ces équations après les avoir élevées au carr 
il viendra 

p' =: p'% d*où p ^ p' ; 

les modules étant égaux, les arcs a et a' ont même sinus et 
même cosinus : donc ils ne peuvent dillérer, s'ils sont inégai 
que par un multiple de ia rirconicrence* 

Les arguments de deux expressions imaginaires conjuguées^ 
telles que A-h Bi et A — B/, ont même cnsiniis^ tandis que 
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leurs sinus sont égaux et de signe contraire^ la somme de 
ces arguments est donc égale à un multiple de la circonfé- 
rence. 

Opérations sur les expressions imaginaires. — Formule 
de Moi^re pour un exposant entier et positif'. 

161 . Théorème. — Le produit de deux expressions imagi- 
naires est une expression imaginaire dont le module et l'ar- 
gument sont respectiifement le produit des modules et la 
somme des arguments des facteurs. 

Considérons d'abord deux expressions imaginaires 

cos« -{- i sin a et ces 6 -+- / sin b 

ayant l'unité pour module. Si l'on efiectue leur produit, il 
viendra 

(cosci -t- / sina) (cosô -f- / sin^) 

= cos« cos^ -+- / (sina cos6 -+- cosa sine) -4- /' sina sine, 

ou, à cause de i' = — i , 

(cosa •+- / sin a) ( ces ô -h / sin b) 

= (cosa cosb — sinasinô) -h i(^siaacosb •+- cos^z sin^). 

Or nous savons que Ton a 

cosacos^ — sin a sin 6 = cos(a -f- 6), 
sina cosb -f- cosa sinb ::= sin(a -+- b) ; 

on peut donc écrire 

(cosa -f- /sina) (cosfe -+- isinb) = cos(a 4- 6) 4- /sin(a -4- b). 

Soient maintenant p (cosa -h i sina), p' (cosi -h i sinb) deux 
expressions imaginaires ayant respectivement pour modules p 
et p'\ on a 

p (cosa -4- /sina) X p' (cos^ -4- ismb) 
-= pp' X (cosa -4- / sina) (cosô -4- i siab). 
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et, par conséquent, 

p{cosa H- isma) X p' (cosA -h /sine) 
= pp' [coîî(a -f- b) H- / sinfiï + B)]. 

CoftOLLAiRE I, — Le quoi lent de deux expres.^iomî imagi 
naires est une expression imaginaire, dont le modale et tar 
gantent sont respem\^ement le fuotient des modules et la 
différence des arguments du dimdende et du diviseur. 

Car, soient les deux expressions 



( coso + i sina ) et p' (cos 6 + / sîn ft) ; 



on a 



^ [cos (a — ù)-^ f siti (a — è)J X p' [cos b •^- i si ait):=p (cos^ -hisina). 



ù{msa -{- 1 5ma p . l\ , - • f t\i 

/{ciish -h tbuïôj p' ■- ^ ^ V /J 

ConOLLAiRE IL — ' Le module et l'argument du produit de 

tant d'expressions imaginaires que Von -voudra sont égaux 
respectivement au produit des modules et à la somme des ar- 
guments des jacteui s . 

Eu effet 5 pour multiplier les deux premiers facteurs, on 
jnuhîplie leurs modules et l'oïi ajoute leurs arguments. Pour 
DiuUipHer ce produit par le trois iènie facteur, il faut multi- 
plier son module par celui du troisième facteur^ et ajouter h 
son argument celui de ce troisième facteur, et ainsi de suite. 

CoBuOLLAïKB m. — Pour élever une expression imaginaire 
à une puissance entière et positive de degré m, il faut élever 
le module à la puissance m^ et multiplier t argument par m. 

Cela résulte immédiatement du corollaire JI, en supposant 
égales entre elles toutes les expressions imaginaires que l'on y 
considère- 

Soit, en particulier, coa/zH-isina une expression imagi- 
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aaire de module i ^ on a 

(ces a H- i sin a }'^ = cos ma -4- /sinma. 
C'est dans celte égalité que consiste la formule de Moivre. 

162. Théorème. — Le module de la somme de deux ex- 
pressions imaginaires est compHs entre la somme et la diffé- 
rence des modules de ces expressions. 

En effet, soient les deux expressions imaginaires 

p ( ces a -\- i sin rt ) , p { cos «' -!- isina'), 
et posons 

R(cosA 4- /sinA) = p(cosa H- isina) -4- p' (cosa'-+- isina' ) , 
on aura 

R cos A rr- p cos a -h p' COSû', 

R sin A = p sina -f- p' sin a' . 

Si Ton ajoute ces égalités après les avoir élevées au carré, et 
que Ton extraie la racine carrée des deux membres de Tégalîté 
résultante, il viendra 



R rnr v^p'-t- 2pp' cos(a — a' ) -{- p'»; 
on a donc 

Riv'p-P')» ou >iiz(p-p';. 

On déduit de là cette proposition plus générale : 

Corollaire. — Le module de la somme d'un nombre quel- 
conque d'expressions imaginaires ne peut surpasser la somme 
des modules de ces expressions. 

Multiplication des arcs. 

163. La formule de Moivre donne immédiatement les va- 
leurs de cos /«a et de sinma, en fonction de cos a et de sin a. 
Si, en effet, on développe le second membre de l'égalité 

L'OS ma -f I sinma = (cos a -f- /sin a)*", 



3o4 
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en ayant soin de rabaisser les exposants de i au-dessous de %^ 



au mi 



oyen 



del 



equ 



aUoii i' 



il viendra 



Cos"a 



m(m — i) 



i.a 



^a sm'fl 



0(' 



3) 



' a %wr a 



cos" 



'asina * 



t{/?i — i) (;îi — 2) 



m. 



.2.3 

-4) 



E.^ 



,34.5 



CtïS* 



on a 



donc 



COS/TÏ^ : 



i(#n — 1) 



cos^^'asin^iï 



CPS" 



*û sin*- 



m(wi — i)(m. — 2] (m -- 3) 



(I) 



1.2.3. 



Cfjs""*asin*ii 



^_{m-i){ 



*3,3 



COS" 



rsm'd 



m(m^ 



.(' 



4) 



.3.4. 



co3*""'*a $111* « 



Ces formules don Dont les valeurs de cosma et de sinma e» 
fouction de cosa et de sina. En remplaçant suceessiveuient 
sineï par ^1 — cos^a et cosa par ^1 — sin*/ï, on obtiendrait 
les expressions de cosma el slnma en fonction de cosa ou de 
sina seulement; nous ferons connaître plus loin ces exprès^ 
sîons, et nous nous bornerons ici à une remarque essentielle* 

Les termes des seconds membres des équations (1) sont tous 

du degré m par rapport à sina et cosa; la première de ces 

équations ne contient que des puissances paires de sîna et que 

des puissances paires ou impaires de cosa, suivant que m est 

pair ou impair* La seconde équation, au contraire^ ne contient 

que des puissances impaires de sina, et que des puissances 

impaires ou paires de cosa^ suivant que m est pair ou impair.. 

On peut conclure de là : 

- ^ ^ sinm« 'Il r - 1 

lue cosma et août exprimabJes. en lonctiou ae- 



sui a 
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«osa, par des polynômes entiers et rationnels, le premier du 

degré m, le second du degré m — i , et dont tous les termes 

ont des degrés de même parité ; 

« ^ ûnma . . . cosma 

2° Oue Qosma et 5 si m est pair, ou sinma et ? 

^ cosa ^ cos/i 

si m est impair, sont exprimables, en fonction de sina, par 

des polynômes entiers et rationnels, le premier du degré m, 

le second du degré m — i , et dont tous les termes ont des de - 

grés de même parité. 

Si, dans la formule 

ces /72a -f- ismma = (ces a -î- / sina)'*, 
on change a en — a, il vient 

cosma — isinma z= (cosa — /sina)'"; 
et Ton tire des deux équations précédentes 

«fcosa -h /sina)'" -h feosa — /sin«)'" 
cosma = î 

i . feosa -4- /sina)*" — (cosn — r'sina)"* 
I sin ma = : — : 

il est souvent utile de prendre sous cette forme les valeurs de 

cosma et de sin ma. 

En divisant la seconde des équations (i) par la première, il 

vient 

m(m — î)(m — 2) . . , 

mcos^'-^asma ■ ^—z cos"^'sin'« -4- . . . 

sm ma 1.2.3 __^__^_ 

cosma m(m — i) , . , 

cos"*a cos'"~*« sin'a -h . . . 

1.2 

sin a m(m — i)(m — 2 ) sin' a 

m ^ ^-^ — -- +... 

cosa 1.2.3 cos^n 



mm — I ) sin' a 
1.2 cos*a 

OU 



m tang^ ^ —^ ■ tang'fl-f- . . . 

(3) tang/wa= ,;,(,,,_!) ; ///(///-i)(/7/-2){/72-3)^ . ' 

I ^tang'/7H ^^ ^ » ; ^tang^rt— ... 

1.2 ° 1.2.3.4 ^ 
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formule qui fait connaître tsnig ma en fonction rationnelle de 
tanga. 

Division des arcs. 

i6i. Supposons d'alïord que Ton demande de trouver 
cos — := x, connaissant cosa = A. 

Si dans la première des équations (i) du n" 163 on change a 
en — 1 et que 1 on remplace ensuite cos — ? sm — t et cosa 



par jf:, ^ I — jt* et Â, on obtiendra une équation de la forme 

fi) /H~A=o, 

oii/(.r) désigne un polynôme du degré m dont tous les termes 
ont des degrés de même parité. Le proLlèmc dépend dont 
d'une équation de degrc* ni\ c'est ce qu'on peut établir a priori. 
Soit a Tnn quelconque des arcs qui ont A pour cosinus; les 
valeurs de a seront comprises dans la formule 2/r;r ± ^, et Fon 
satisfera à Téquation (i) en prenant pour x le cosinus de Tmi 
quelconque des arcs 



où A' désigne toujours un entier indéterminé. Si Ton donne à 
A, dans l'une de ces formules, deux valeurs qui di fièrent d'un 
multiple de ?n^ on obtient deux arts qui dillèrent d*un m.ul- 
tiple de la circonférence et qui ont par conséquent le même 
cosinus^ il suffit donc de donner à A", m valeurs consécutives 
quelconques o, r, a,.,., m — i par exemple. 11 est même 
inutile de considérer les deti>c formules, car si Ton donne à A' 
uni:: t ej'taine valeur A' dans la première formule, et la valeur 
ni ^k' dans la seconde, on obtient deux arcs dont la somme 
est égale à an, et qui ont, par suite, le même cosinus. D'après 
cela, l'inconnue x n'est susceptible que de m valeurs qui sont 
généralement distinctes^ ces valeurs sont celles des cosinus 
des m ares 



K 


27r a 


47r 3£ 
\- — 1 


■1- m 


' h"» 


ttt' 


m m 


m m 



ïfm — i)r 



m 



m 
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Il convient de remarqHier que, sî mest un nombre composé np^ 
la résolution de Téquation (i), qui est du degré m, se ramène 
immédiatement à la résolution de deux équations, Tune du 

dî^gré n et l'autre du degré p. Si, en effet, on pose cos - = j", 

on aura, pour déterminer x, une équation de degré p telle 
que 

r étant donné par une équation de degré n, 

L'équation (i) résulterait d'ailleurs de l'élimination de j 
entre ces deux dernières. De même, si n était un nombre com- 
posé ^r, la résolution de l'équation xs [j] — A = o se ramè- 
nerait à celle de deux équations des degrés q et /* -, et ainsi de 
suite. 

165. Supposons, en deuxième lieu, que l'on demande de 

trouver sm - = a:, connaissant s\na = A. 
m ' 

Si dans la deuxième des équations ( i ) du n° 1 63 on change a en 
— » et que 1 on remplace ensuite sm — » cos — et sina par x^ 



^i — x^ et A, on obtiendra, si m est impair, une équation de 

la forme 

/(x)-A = o, 

f[x) désignant un polynôme entier et rationnel du degré m 
dont tous les termes sont de degrés impairs 5 on voit que le 
problème dépend d'une équation de degré m. Mais si m est 
pair, on obtient une équation de la forme 



oùfi^x) désigne, un polynôme de degré m — 1 dont tous les 
termes sont de degrés impairs. En élevant au carré les deux 
membres, il vient 

(1-^^) [/(.r)]-^-A' = 0; 



2o8 



TBAITË ne tBÎGO^OMÉTRtE. 



on voit que le problème dépend d'une équation de degré %m, 
A la vérité, cette équation peut être abaissée au degré m en 
posant X* ^ I, parce qu'elle ne contieut que des puissances 
paires de x- 

Ou arrive aux mêmes consoqueuces par les considérations 
dont nouft avons déjîi fait usage. Si l'on désigne par a le plus 
petit arc positif ayant A pour sinus ^ et par À un entier indé- 
terminé, les valeurs des x seront les sinus des arcs 

m m m m 

11 sufGt de donner à A, m valeurs consécutives, o, i, a,. ,,, 

m — I par exemple ; car à deux valeurs de k qui dïiïerent d'un 
multiple de m répondent, dans chaque formule, deux arcs qui 
ont le même sinus. Deux arcs d'une même formule ne peu- 
vent avoir le même sinus tant que a reste indélermînéj car 
la différence de ces arcs est inférieure à 2Tr, et leur somme, 
qui dépend de a^ ne peut se réduit-e en général à un nombre 
impair de demi-circonférences* Voyons si deux arcs^ tels que 



a/ïT 



f2/('^ 



peuvent avoir le même sinus. La différence de ces arcs dépend 
de ûÊ, et elle ne sera pas en général un multiple de la circon- 
férence^ leur somme est égale à 



? /■ -h ^ / ' -f- 1 



et elle ne peut être un multi])le de la demi-circonférence si m 
est pair : donc, dans ce cas, x est susceptible de 2 m valeurs 
distinctes. Mais* si m est impair, on peut toujours, quel que soit 
le nombre A' compris entre zéro et /«, trouver un entier A' com- 
pris entre les mêmes limites, et l(;l qu'on ait 



I 



c'est-à-dire 



^Â -h 2 A' -^ i =:m 



^ h ou ^=. 



m 3 m, 
3/n- — I 



^Ax 
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donc, si m est impair, x n'est susceptible que de m valeurs. 
On reconnaît aisément que les ni arcs de chaque formule ont, 
dans le cas de m pair, leurs sinus égaux deux à deux et de 
signes contraires. 

Le problème dont nous venons de nous occuper donne lieu 
aux mêmes remarques que le précédent; il suffit de les avoir 
faites une fois. 

166. On verrait de même que, si l'on donne cosa, la déter- 
mination de sin — dépend d'une équation du degré 2 m, et que, 

si Ton donne sin«, celle de cos — dépend d'une équation du 
degré m ou du degré 2/w, suivant que m est impair ou pair. 
Enfin, quand on donne tanga, la détermination de tang ~ 
dépend dans tous les cas d'une équation de degré m. 

Résolution de l'équation binôme z"" = i. 



167. Proposons-nous de trouver les racines de Tcquation 
binôme 

(i) z- = i. 

Si l'équation propo'sée admet une racine imaginaire, cette ra- 
cine aura pour module l'unité (161, Corollaire III)^ et elle 
sera en conséquence de la forme coso -f- i sincp. Pour que cette 
expression soit eilfecti veinent racine, il faut et il suffit que 

Ton ait 

cosm^ -4- /sin/w© =r i, 

c'est-à-dire 

cos/?îy = i, sin/wy = o, 

ou 

, 2/-7r 
7?îa)m2/7r et ©= > 

^ m 

i désignant un entier arbitraire. L'équation (i) est donc satis* 

Trig S. là 
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faite par toutes les valeurs de z comprises dans la formule 

, . aA-TT . . 2/7r 

( a ) « = cos h f sm • 

^ ' mm 

Pour que deux valeurs V et k^ de h correspondent à deux 
valeurs égales de z, il faut et il suflSt (160) que la différence 

des arguments ? soit un multiple de air, ou, en 

d'autres termes, que V — h" soit un multiple de m. La for- 
mule (a) donne donc m valeurs distinctes de ^, et elle n'en 
donne pas plus de m^ on obtiendra ces valeurs en donnant à 
/r, m valeurs consécutives quelconques entre — oo et H- oo , 

o, i , 2 , . . . , /w »— I , 

^ par exemple. 

'' L'équation (i) a une ou deux racines réelles, suivant que m 

est impair ou pair^ les racines imaginaires sont conjuguées 
deux à deux. Dans tous les cas, on obtient deux racines con- 
juguées en donnant à h deux valeurs complémentaires à m 
dans la formule (a) ^ car, en changeant A^ en m — /r, cette for- 
mule devient 

2 /• TT . 2 /• TT 

Z = ces i sin • 

m m 

Il résulte de là que les m racines de Téquation (i) sont aussi 
comprises dans la formule 

z =. cos zh / sm ) 

m m 

où il suflSt de donner à A' les valeurs o, i, 2, .... — si m est 

'2 

pair, et les valeurs o, i, 2,..., si m est impair. Dans le 



premier cas, les deux racines réelles correspondent à A = o 
et A=^ — -, dans le second cas, la racine réelle correspond 



m 
1 
à A = o 



168. Supposons que m soit un nombre impair a/i -f-15 
l'équation z"* — 1 = peut être abaissée au degré n. En effet, 
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si Von divise cette équation par -3"(z — i), il viendra 

et si Ton pose 

z -h - = or et z» -f- --. = V«, 
z z" 

on trouvera aisément 

V,=:.rV,_. -V,«,. 

Comme on a V© = 2 et Vj = x, on pourra, en faisant usage de 
la formule précédente, exprimer successivement V,, V,, . . . 
en fonction de x ^ on trouvera ainsi 

V,=:a:»-~3ar, 

V4 =x<— 4^:2-1-2, 



et Téquation proposée se transformera en une équation 
du degré n. L'expression des racines de la proposée est 



d'où Ton tire 



2 An . . 2/77 

z z=z cos h / sin 1 

m m 



I 2/-7r . 2/-1 

- r= cos / sm 



les racines de Téquation en x sont donc représentées par la 
formule 

2 An 

X -— 2 cos 5 

m 

dans laquelle on doit donner à h toutes les valeurs i, 2, . . ., 
m — I 



169. Propriétés des kagines de l'équation z'" = i. — 1° Si 
Ton fait 

27r . 27r 

a ^^2 cos h / Sin 5 

m m 



14. 
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/ on a, par la formule de Moîvre, 

a* = cos • — — -f- / sin : 

m m 

par conséquent, les m racines de l'équation -2^= i peuvent 
être représentées par 

o.\ a', a»,..., a*"-', 

c'est-à-dire par les puissances de l'une d'entre elles. 

2** Si Ton a m=^np^ n et p étant deux nombres premiers 
entre eux, on obtiendra toutes les racines de -2^= i, en mul- 
tipliant les n racines de z" = i par les p racines de z'' = i . 

•p a- ^ «^ 2^^ . .sin2/w . j „„ 

bju enet, soit a = cos h i une racine de z'^^ = i: 

I ^ np np ' 

/ nelp étant premiers entre eux, on peut trouver deux entiers Ç 

\ et yj, tels que 

\ ^ , ^Htt 2>37r l/t'it 

; 7?Ç -1- /2>î nz A- OU -' 1 = , 

n p np 

\ et alors on a 

/ 2?:r . . 2Ç7r\ / 2y37r . . 2jfj7r\ 

a = COS — ^ h i sin 1 COS 4- 1 sm ; 

\ n ri j \ p p I' 

d'où Ton conclut que toute racine de z"^ = i est le produit 
d'une racine de 2" = i par une racine de -£'' = i : par consé- 
quent les np racines de V équation z"p= i sont les produits 
que l'on obtient en multipliant les n racines de 2" = i par 
les p racines de zP= i, 

3° La résolution algébrique de l'équation z"'=zi^oùm est 
un nombre composé, se ramène à la résolution des équations 
de même forme ayant pour degi^és les nombres premiers ou 
puissances de nombres premiers qui di\^isent m, 
^ En ell'et, soit m = npq^. . . n^ p^ q^,,, étant des nombres 
premiers ou des puissances de nombres premiers inégaux^ on 
aura les racines de Téquation z^p = 1 en multipliant celles de 
2» = I par celles de z^ = i. Pareillement, on aura les racines 
de z"f"i = I en multipliant celles de z^^ = i par celles de 2^ = 1, 
et ainsi de suite. D'où l'on peut conclure que les diverses ra- 



I 
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I cînes de s" =^ i s'obtiendront toutes en multipliant une racine 
* de ^^ = I par une racine de z^ =^ i^ puis par une racine de 

Des polygones réguliers^ 

iTO. Concevons une circonférence partagée en m parties 
égales, et joignons les points de division consécutiis^ on for- 
mera le polygone régulier inscrit de m côtés. Si n est un nom- 
bre inférieur et premier à m, et que l'on joigne les points de 
division de n en /2, ou, ce qui est la même chose, ûq m — n en 

Fw — 71, on ne reviendra au point de départ qu'après avoir 
passé par tous les so nmets, et la tigure que Ton aura formée 
est ce tjue Ton nomme un polygone régulier éloilé. Mais si m 

(et n oui uu diviseur commun 0, on ne passera que par un 

Inombre — de sommets, et la figure obtenue sera un polygone 

régulier de — côtés seulement. On voit, d après cela^ qu'il y a 

autant de polygones réguliers de m côtés que de nombres pre- 
miers à ni et inférieurs à la moitié de nu 

Le problème de la division de la circonférence en m parties 
égales se ramène à la résolution algébrique de Téquation bi- 
nôme 

car on a yu que les racines de cette équation sont données par 
la formule 



3/. 



2^1 



^Ù 



D'aiUeurs est Tare sous-tendu par le côté du polygone 

obtenu en joignant les points de division de h en A, et Ton 
pourra connaître en conséquence les lignes trigonométriques 
de cet are si Ton sait résoudre rccjuation s™ = i . 

Enfin on a vu que, si m est un nombre composé, la résolu- 
on de l'équation z^ = ï se ramène a celle d^equations de 
même forme dont les degrés sont les notiibres premiers ou 
puissances de nombres premiers qui divisent m\ donc le pro- 
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blèine de la division de la circonférence en m parties égales est 
susceptible de la même simplification. 

Nous allons examiner les cas de la division en trois, en cinq, 
en quinze et en dix-sept parties égales. 

171 . Division de la circonférence en trois parties égales. 

— Elle dépend de l'équation 

z* — I = G : 
ôtant la racine i, il vient 

z' H- z -4- I = o, 

et, en faisant 2 H — =0:, 
z 

.r -f- I = 0. 

La racine — i de cette équation est 2 cos -y- (168), ou — 2 cos x» 

ou — 2 sîn rr -, on a donc 

2 sm 7? = I . 
6 

C'est la valeur du côté de l'hexagone régulier inscrit; on en 
déduit facilement le côté du triangle équilatéral. 

172. Division de la circonférence en cinq parties égales. 

— Elle dépend de l'équation 

3* — : = G , 

ôtant la racine i et faisant 5? H — = a:, il vient 

z 

x^ -^ X — 1 = 0, 
qui a pour racines (168) 

27r . 4^ 

2C0S-^> 2sin-^t 

ou 

. fT . 3ïr 

2 sin — 5 2 sin — • 
10 10 
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On trouve d'aîlleurs, en résolvant Téquation, x= "" ' V :^. 
donc 

. TT — i-f-y/5 . 3^ i4-v/5 
2 sm — = 1— , 2 sm =r 1- . 

lO 2 lO 2 

Ce sont les valeurs des côtes des décagones réguliers ordinaire 
et étoile', on en déduirait facilement les côtés des pentagones 
réguliers ordinaire et étoile. 

173. Division de la circonférence en quinze parties 
ÉGALES. — Elle dépend de l'équation 

de laquelle il faut ôter les racines de z* — i = o et celles de 

^* — 1 = 0^ divisant donc cette équation par ^ !- ^, 

il vient 

(2) 3« _ 2? _u 2* — 2< -f- z« _ j ^_ I r=z O. 

Enfin, si Ton divise le premier membre par 2* et que Ton pose 
-s H — = j:, il viendra 

(3) Jc^ — .r=» — 4^:2 -f- 4.r H- I = o; 
cette équation a pour racines (168) 

2ir A.it Stt iA.n 

2C0S— =-» 2C()S~-ï 2C0S-^» 2COS-~r-> 

i5 i5 i5 i5 

ou 

. IIW . 7ir ir l3ïr 

2 sm -= — 9 2 sm ^> — 2 sm TT— 5 — 2 sm -= — • 
3o 3o 3o 3o 

Ce sont, en valeur absolue, les côtés des polygones réguliers 
ordinaire et étoile de trente côtés. 

Les quinze racines de Téquation (i) s'obtiennent en multi- 
pliant les racines z^ — i = o par celles de z* — i =.- o (169) *, 
on en conclut facilement que les huit racines de l'équation (a) 
s'obtiennent en multipliant les deux racines de z*-f- -z 4- 1 = 
par les quatre racines de z*-f-^*-f--3*-h ^ H- i = o, qu'on 
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peut facîlement trouver : on connaîtra donc aînsî les huit ra- 
cines de l'équation (2), et, par suite, celles de Téquation (3). 
Des considérations fort simples permettent d'ailleurs de re- 
connaître que l'équation (3) résulte de l'élimination daj- entre 
les deux équations 

j;'— j.arH-(j — ?.)=:0, 7» — j — 1 = 0, 

en sorte que sa résolution est ramenée à celle de deux équa- 
tions du second degré. 

174. Division de la circonférence en dix-sept parties 
ÉGALES. — Elle dépend de Téquation 

Si l'on divise le premier membre par z — i , et que l'on fasse 
ensuite 2 H — = x, il viendra 

(l) X* -\- x"* — 7.».^ — 6jr* -4- i5x* -f lOA* — lOX* — /^a: -\-i:=0; 
nous ferons, pour abréger, 

9.11 

les racines de l'équation (i) seront alors 

acosa, 2 ces 3 a, 2 cos8a, 2Cos7a, 
2cos4a, 2cos5^^, 2cosaa, 2cos6a. 

Posons 

j, z= 2 cosa -4- 2 cos8a -4- 2 cos4a -h 2 C0S2a, 

j, = 2C0s3a -f- 20057^ -f- 2 cos5a -+- 2 cos6«; 

je dis que j^i ctj^, sont les racines d'une équation du second 
degré à coefficients entiers. En effet, on voit d'abord par 
l'équation ( i ) que Ton a 

ensuite, en multipliant j^i par j^„ transformant les produits de 
cosinus en sommes par les formules connues, et ayant égard à 
l'équation identique cos (17 — m)a = cos/wa, on trouve 

J^,7j=:4(2C0Sa H- 2COs8rt -H 2 C0s4 « ■+■ 2C0S2fl 

4- 2COs3a -+- 2 0087^ H- 2Cos5a -f- 2C()s6a) 
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«t, à cause de Téquation (i), 

rir» = — 4î 

^i etj-^ sont donc les racines de Téquation 

(2) j»4-r — 4 re- 

posons maintenant 

«, = 2 cos« -4- 2 cos^a, 

tt, r— 2 cos3a H- 2 cos5a, 

«3 ::=: 2 COs8a -+■ 2 COS2a, 

1/4 =: 2 cos 7^-4-2 cos6a ; 
on aura d'abord 

M, -4- «3=^,, 

puis, en multipliant u^ par M3, u^ par M4 et en transformant 
les produits de cosinus en sommes, on trouvera 

tf,l/3= tt,«4 =z 2C0S« -f- 2COs8« 4- 2C0S4^ "H 2C0S2Û 

-I- 2 cosS^z 4- 2 cos7a H- 2COs5a •+• 2cos6a, 
^t, par conséquent, 

tt,tt3:rr— T, 
«,^4 ——I. 

Il résulte de là que les quantités u^ et u^^ 11^ et u^ sont respec- 
tivement les racines des équations 

w' — XtU — 1 = 0, 



(3) . , 

a — /a» — 1 = 0. 

Posons enfin 

X, =:2COSa, X4=:2C0S4«, 

A-, zr: 2COs3«, :r,; rz: 2 C0s5 «, 

.rg = 2 C0s8a, or? =r 2 COS 2 a, 

x^ = 2Cos']a, j:» =1 2cos6^i; 
on aura d'abord 

Xi -h .rg = tt, , 

JTg H- X, = «3 , 

0^4 H- Ag zr= «4 , 



2i8 
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et si ron transforme les produits x^x^^ x^x^^ Xj.r?, Xi^x^ en 
sommes de cosinus, on trouvera 

par conséquent, les quantités x^ et x^^ x% et x^^ x^ et Xt, x* 
et Xg seront respectivement les racines des équations 



(4) 



X* — ttjjr -+- 1/2 =r: G, 

.r' — £/2.r -4- «a rr: o, 
.r* — U^.T -h W4 nr O, 
.r^ — //,.r-H tt, = 0. 



Deux quelconques des quantités Mj, w,, Ms, u^ peuvent s'ex- 
primer rationnellement Tune par l'autre ; en effet, nous avons 
trouvé les deux relations 

et si Ton forme les produits u^u^^ "iW*î puis que Ton trans- 
forme en sommes les produits de cosinus, on trouvera 

UiUt = «2 — «3 — ï 7 «t '^ = "4 — • «I — ' ; 

de ces formules combinées avec les précédentes on tire 



Wi 4- I 



«3 = 



tt, — I Wj I 

«4 = — » «I 



«a-f- I 



«B-h I 



«4— 1 

«4-4-1 



ce qui permet d'écrire les équations (4) de la manière suivante : 



(5) 



^~ 


i/, — I 

rt f .] 


«1 -f- 1 


7.2 


«2— 1 

- // T* . 1 




«1-*-! 


r' 


«3—1 
. /y r -4- 




«8 + 1 


->* 


«4 — 1 




■ 1/4 a? ■ 1 ■ 

«4-*- I 



= 0, 



= 0. 



= 0, 



= 0. 
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Les équations (3) se déduisent Tune de Tautre par la Iraus- 

posîLÎon des quanthésj'^i ^^ft't pai^eillement^ les équations (5) 
ne diilcrent entre elles que par celle des racines u qui y figure^ 
il s'ensuit qtic la résolution de Téquation (i) est ramenée à 
celle des trois équations du deuxième degré 

r'~^ j"4^o, 



(6) 



- ï 



et Ton reproduit eilectivement Téquation (i) en élîminant 
7 et u entre les équations {6}, ainsi qu*il est facile de s'en 
assurer. Le problème de la division de la circonférence en dix- 
îsept parties égales ne dépendant que des équations du deuxième 
degré ï cette division peut être ellectuée avec la règle et le 
compas. Nous ne pouvons indiquer ici les principes qui nous 
ont guidé dans l'analyse précédente, et nous nous bornerons 
à ajouter que ces principes conduisent à cette conséquence re- 
marquable • que la circonférence peut être dii^isée en n par- 
ties égales, ai^ec la règle et le compas^ toutes les fois que n 
est un nombre premier et que n- — i est une puissance de a. 
Les plus petits nombres qui satisfont à cette double condition 
sont 5, 5, 17, 2 57, 65537. i^^J^^ ™*^^ Cours d'algèbre 
supérieure, 4* édition, t, LI.) 

Résolution des équations binâmes générales. 

175, Proposons -nous maintenant de résoudre Téquation 
binènie générale 

où A et B sont des quantités données positives, nulles on né- 
gatives* En design au t par p et a le module et l'argument de 
A H- Bi, Téquation proposée devient 



(•) 



Posons 



(^) 



s'"=p(ca5a-h i-'sina). 
z^ /•(Cfîsqi -h /sitif), 
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on aura 

«t, pour que la valeur (a) de ^ satisfasse à réquatîon (i), il 
faut et il suflSt (160) que l'on ait 

d'où 

^ ^ ^ m 

Les racines de Téquation proposée sont donc données par la 
formule 

(3) z= ^/picos h^sm — — 1, 

où k désigne un entier indéterminé. 

Pour que deux valeurs de k correspondent à deux valeurs 
égales de z^ il faut et il suffit que leur différence soit un mul- 
tiple de m] Téquation (3) comprend donc, comme cela doit 
être, m racines distinctes que Ton obtient en donnant à k 
m valeurs consécutives quelconques entre — oo et -h oo , 

o, I, 2,..., w — i', 

par exemple. 

La formule (3) peut s'écrire ainsi : 

mr ( « . • ^\ I 2^"^ . . 2/-7r\ 

z^=z jp [ cos h / siii — ) cos h i sm • 

\ m mj \ m m ] 

^jO ( cos V- i sin — } est Tune des racines de l'équation ( i ) , 

cos h i sin est 1 expression des racines m*""*' de i u- 

m m ^ 

nité^ d'où il suit qu on obtient les m racines de Téquation (i), 

en multipliant Tune d'elles par les m racines m'*'"" de Tunité. 

D'après ce qu'on a vu au n° 167, on peut encore représenter 

les racines de l'équation (i) par la formule 

y/v mr [ « . . ^\ / 2/'tr^_. . 2^7r\ 

(4) ^ = vp cos 1- « iin — cos — - zt / sm )> 

^^' ^^ \ m m \ m m ] 



CHAPITRE CINQUIEME. 221 

OÙ il suffit de donner à k les valeurs o, i, 2, ...,—» sî w est 

pair, et les valeurs o, i, 2, . . . , 5 si m est impair. 

Dans le cas particulier où B est nul, onap = Aou|C= — A, 
suivant que A est positif ou négatif^ on peut prendre a = o 
dans le premier cas et a = tt dans le deuxième cas. D'après 
cela, les racines de Tëquation 

2-/» — _}- A 
seront données, soit par la formule 

,^, wi/T / 2X7: . . 2/-7r\ 

(5) z=v^A cos hism U 

^ ^ \ m m ) 

dans laquelle il faut attribuer à A: les m valeurs o, i, 2, . . . ,. 
m — I , soit par la formule 



(o) z=JA cos- -dz/sm 

^ \ 772 m j 



où il suffit de donner à A" les valeurs o, i, 2, . . . , — 1 si m est 

2 

pair, et les valeurs o, i, 2,. . . , ? si m est impair. 

Les racines de l'équation 

2*" — — A 

seront données par la formule 

(7) ^ = v/A l^cos — ^'- H- /sm \ ^-^J' 

dans laquelle il faut attribuer à /r les valeurs o, 1, 2,..., 
m — I, ou par la formule 

'«/T r (2X--hI,7r . (aX-h l)7r"l 

z =: JA cos ± i sm ^^ '— h 

l_ ni m _\ 



dans laquelle il suffit de donner à k les valeurs o, i, 2, . . . ,^ 

m 

I , SI i 

2 

est impair. 



I, si m est pair, et les valeurs o, i, 2, . . . , ■ ? si /7t 
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Résolution des équations trinômes, 

176. Soit Tëquation trinôme 
(i) z^-^-p^-^q^Oj 

on p et q désignent les quantités données -, on en tire 



(2) 7r — —P-\ 

^ ' 2 



Vf- 



et Ton est ramené à résoudre deux équations binômes. 

Considérons en particulier le cas où, /? et ^ étant des nombres 
réels, on a 



^-^<o, 



et soit 



' \l -} ^ =-p(cos« -4- /sin<2); 



2 
Téquation (1) prendra la forme 

Z^ — 2p3'"C0Srt -4-p'm O, 

et Téquation (2) deviendra 

z*" =1= p (cosû dz / sin^;. 

Les racines de Téquatîon 2"* = p (cosa -H i sina) sont com- 
prises dans la formule 



;„/" / 2X-7: -4- a 
' = \/p (ces • — 



. 2^7r -4- a 
tsm — 

m 



d'ailleurs ces racines sont les conjuguées de celles de Téqua- 
tioii z"' = p (cas a — i sina) : donc les 2m racines de Téquation 
proposée sont toutes comprises dans la formule 

zz= jp l ces ± t sin I , 

^ ^ \ m ^ / 

OÙ il suffit de prendre, pour /r, m nombres entiers consécutifs. 



CHAPITRE CINQUIÈME. 223 

Formule de Moivre pour un exposant quelconque, 

177. L'égalité 

cosa -h / sina = ( cos — h / sm - 

\ " ^1 

montre que cos - -f- 1 sin - est une racine tz'*'"' de cosa -h i sma: 
^ n n ' 

.11 ma . . ma . . 

pareil Jement, cos f-ism — est une racine «*""' de 

cos ma -h i sin ma ou de (cosa H- i sin a)" : on peut donc écrire 



v/(cosa •+■ i s\nar = cos — a -h ism — a, 
' n n 



ou 



(cosa -I- / sina)" =: cos — a-V i%\ïi — a. 

^ n n 

C'est la formule de Moivre étendue au cas d'un exposant frac- 
tionnaire ~ ; mais il faut remarquer que le sec(»nd membre ne 

représente qu'une seule des n valeurs dont le premier est sus- 
ceptible. On obtiendra d'ailleurs toutes ces valeurs (175) 
en multipliant le second membre de la formule précédente 

2/'7r . . 2/'7r 

par cos h i sin 

*■ n n 

La formule de Moivre a lieu encore pour un exposant né- 
gatif quelconque — m\ eu effet, l'équation 

( cos« -f- / sina)" z=. cosma H- / sinma 

donne 

1 I 



( cos a -h- i sin a )'" cos ma -h / sin ma 



■=^ cosma — i smma, 



ou ^ 

(cosût -\- isina)"'" r=: cos( — ma) -+• /sin( — ma), 

La formule de Moivre montre qu'on peut résoudre algébri- 
quement les équations auxquelles conduit le problème de la 
division des arcs. En eflbt, on a 



a -\~ T-Ait . . « -f- 2/'7r 



cos h / sin = Jj/cosa ■+- i sin a ; 
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cette formule exprime que les m valeurs du second membre 
sont respectivement égales aux m valeurs que prend le pre- 
mier, quand on donne à k les valeurs o, i, a,. . ., (w — i). 
En changeant i en — i, on aura 



cos • i sm = yjcosa -+- 1 ^\na 



et, par conséquent, 



a -f- 2^7r Vcosa 4- / sin« -f- "l/co^a — iûjxa 
cos = 9 



_ / ff*! . • al/ . • 

. a -h tiA'Tt Jcosa -i- isma — Jcosa — tsma 

sm := • 

m 21 

Ces formules donneat Texpression algébrique des racines des 

équations dont dépendent cos— et sin —» lorsque cos a ou 

sina est donné. 

Théorèmes de Mowre et de Cotes, 

178. Les théorèmes de Moivre et de Cotes ont pour objet 
une représentation géométrique des diviseurs réels du trinôme 
3*'" zn 2 5;"* cos a H- i, où a désigne un angle donné, et du bi- 
nôme 2'" di I . 

Les deux facteurs linéaires, qui correspondent à deux ra- 
cines conjuguées de Téquation 

3"" — 22"* COSa H- I :3= o, 

sont représentés par 

a . . 2Xîr-f-«\ 
îi*-4- i sm I 



/ 2/-7r-l-€J 
(cos : 



» 



z — cos 



(2/'7r-4-a . . 2/7r-4-a\ 
cos ism \ 
m m J 



le produit jl de ces facteurs est 

rj. z=zz^ — 2z cos 
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et Ton a Identiquement 

(i) z"" — 2z'"C(>sû -h i — ix.jrtjTi' . . r**-!)*- 

Changeons a en t: -f- ^, et faisons 

,, , (2>î- 4-l)7r -ha 

rv '=zz^—~o.z ces ^ '■ h I , 

* m 

on aura 

(2) z^-^ 2z'cos« -H I — {j\y\ . . -/i,-,)'- 

Cela posé, considérons une circonférence de rayon i \ parta^ 
geons-Ia en aw parties égales aux points A©, Ai, Aj,..., 
^tm-i 5 joignons le centre O à tous ces points, et menons une 

ligne OP faisant un angle égal à — avec le premier rayon OA©; 

enfin prenons sur cette ligne une longueur quelconque 0P=2r, 
et joignons le point P à tous les points de division. Les trian- 
gles OPA,«_,t et OPA,,„«,/_, donnent 

_7» , 2^^4-« 

m 

-—2 , (2/- H- 1)77 -h fl 



et, par conséquent 



PAj«,_a* -^Xk, PA,a,_ait_, — - ; ][.. 

Il résulte de là que le trinôme z^"^ — 22"* cosfl H- i est égal 
au carré du produit des distances du point P aux points A©, At, 
A4,. . ., et que le trinôme z*'" H- 2 z'" cosa -f-i est égal au carré 
du produit des distances du même point P aux points A,, Aj, 
As,. . .; c'est dans ces égalit4|^bie consiste le théorème de 
iMoivre. S^B^ 

Si Tangle a est nul , le poml r est situé sur le rayon OAo 
et les équations (1) et (2) donnent, en extrayant les racine 
carrées des deux membres. 



I ^ 1 • • • Jm-ï • 
Trig. S. i5 



z^-i-i^zj^'j;.../;,,. 
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C'est dans ces égalités que consiste le théorème de Cotes ^ on 
doit prendre le signe -f- ou le signe — dans le second membre 
de la première formule, suivant que le point P est extérieur 
ou intérieur au cercle. 

Expressions des puissances du sinus et du cosinus d'un arc 
en fonction linéaire des sinus ou des cosinus des multiples 
de cet arc, 

179. Soient 

cosa -f- / sin« = tt, cosa — ismazzizv 
on a 

2C0Sfl=:tt-hP, 2/sina = W — «', 

et, par suite, 

2'*cos"û =i[u -\- f)", (2/)'*sin"a = (" — f)**, 
ou, en développant, 

(l) 2" COS"a =1 tt" H — f/"-« (• -h ^^^~ ^^ «"-'('î -f- . . . . 



( 



N / N . ^ nin — i) 

/ V ' r T o 



Considérons d'abord l'équation (i). Si « est pair, le second 
membre renferme un noo^krc impair de termes, et, en grou- 
pant ensemble les termes/également éloignés des extrêmes, 
on obtient 



2"cos"a = («" H-p") H u\>[u'"'^ -4- v^-^) H-, 



n 

1.2. .. - 
2 

Si n est impair, le second membre de l'équation (i) a un 
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nombre paîr de termes, et, si l'on groupe comme précédem- 
ment les termes également distants des extrêmes, il viendra 

2" ces" a = (tt" -h i^"; H wc (m"-- -f- v''--) 



n[n' 



1.2 



tt»p2(tt"-*-|-('''-«)-H. . , 



-! -^^ r U * If ^ iu-hv]. 



1.2. . .i 

\ 2 

D'ailleurs ui^ = i et m"* -;- »/" == 2cos77za^ on a donc, si n est 
pair, 

2"-' cos"rt =^ cosna 4- - C()s(/? — 2} a -f- . . . 



„(,-,)...(= 



(3) 



1.2. 



il- 



et, si 7ï est impair. 



I 



(4) 



2"-* cos"fl = cosna -{- - cos(n — 2^ a 
I ^ 

nln — I ) , , , 

H =^ c os(/z — 4) ^ +• 



A m 
"^~)' 



ces a. 



Occupons-nous maintenant de Téquation (2). Sî /i est pair, 
le second membre renferme un nombre impair de termes ; les 
termes également distants des extrêmes ont le même signe, et, 

i5. 
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en les groupant ensemble, on obtient 

n 

2,"{— i)* sin^fl 

— (un ^ f,n\ __ ^ W(;ftt»-î-f- fy«-2) + ^\^'~^) |^»pa(„il~< ^ |H»-<) — ... 
^ ' I ^ ' 1.2 ^ ' 

...... (^-,) 

rp u^ r% 

72 

1.2 .. . - 

2 



OU 



2''""'( — i)* sin"a 

n . . n^n — \) , ,. 

= cos/za cos(/ï — 2j a H ^ cosfw — 4)^ — ••• 

(5) ■ 



=t .— ^^ T— -cosaazn ^ ^- .-. 

In \ ^^ 71 2 

1.2... . l) I . 2 . . . - 

\2 jM 2 

Si n est impair, le seomd membre de Téquation (a) ren- 
ferme un nombre pair de termes, et les termes également dis- 
tants des extrêmes sont de signes contraires; en les groupant 
ensemble, on a 

— i) ' i|^^^^ii 

= («" — (^) — - tt('(u°-» — p«-») -f- "'"~'^ «V(«»-»— «^-<) — .. , 
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on a d'ailleurs u!*" — r"*= 21 sia ma, donc 

n —I 

a«-'(— i) » sin"a 

n . . . /ïf/2 — i) . . ,. 

=1 %\Vind siii(/2 — 2; û H ^ ^sm(7î — ^)a — ... 

(6); ' '-^ 



(^^) 



sin^. 



On voit que cos"a s'exprime, dans tous les cas, par une 
fonction linéaire des cosinus des multiples de a, et que sin"a 
s'exprime pareillement en fonction des cosinus, ou en fonc- 
tion des sinus des multiples de Tare a, suivant que n est pair 
ou impair. 

Expressions de sinma et de cos ma en fonction de sinrt 
ou de cos a. 

180. Mous nous proposons ici de transformer sinma et 
•cos ma en un polynôme ordonné suivant les puissances en- 
tières de sina ou de cos a, ou du moins en un produit formé 
par la multiplication d'un semblable polynôme et de cos a ou 
sina. É^ 

La méthode très-simple dont d[K ferons usage est due à 
Cauchy; elle repose sur l'égalité 

1.2.3. . .71 

x(.T — i). . .(.r — n -{^ÊÊ^a:(x — 1). ,.[x — /i -h 2) j- 

i.2.3r77«~~^^^B 1.2.3. . .(/i—- 1) * I 
1.2.3. . .(« — 2) 1.2 

I 1.2. . ,(/i — i) i.2\ . ,n 

K 

qui a lieu identiquement quels que soient les quantités x' et y 

et le nombre entier positif n. Pour établir cette égalité, dans 
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le cas où X et j sont des entiers positifs, égaux ou supérieurs 
à 7z, on peut partir de Tidentité 



.r -i- r 

I V I 



■)H'*-y 



Si , après avoir e(ïl c'ué le produit indiqué dans le second 
membre, on écrit que les coefficients de 2" sont égaux de part 
et d'autre, on obtiendra l'égalité qu'il s'agit de démontrer. 
Cette égalité étant établie pour toutes les valeurs entières de x 
et de y supérieures à /z, elle subsiste nécessairement, quelles 
que soient x oX y. En efï'el, désignons, pour abréger, par 
? («3^5 JK) ^^ ^ {^"ij) '®s deux membres de l'égalité en question, 
et par Xo une valeur entière de x supérieure à /i-, les poly- 
nômes cp (xo^j) et ^ {^otj)n qui ne contiennent plus que la va- 
riable j)'-, sont égaux entre eux pour toutes les valeurs entières 
dey supérieures à n. Donc on a nécessairement 

quel que soitj^î en d'autres termes, les polynômes ^(x^y) 
^i^fj) sont égaux, quel que soit j^, pour toutes les valeurs 
entières de x supérieures à //, et l'on conclut évidemment de 
là que l'égalité JÊÊk 



a lieu identiquement pour toutes les valeurs de x et dey. 

En remplaçant, dans la formule (i), x par - etj^ par - » on 
obtient 

[x -r y) 'x -4- r — ^ j^^^^^J — 2/7 H- 2) 

^ y x.[x — 2)...(.r — 2/1 + 2) x[x — 2)...(x — 2/1+4) y 

\ 2.4.6. . .(2/ZJ 2.4.6. ..(2/2 — 2) 2 

[ X y[y^i)...iy^in'^\) j(j— 2)...(j~2/i+2) 

\ ' 2 2.4.6. ..(2/? — '2) 2.4.6. . .(2/2) 

181. Si, dans les équations (i) du n" 163, on remplace les 



\ 
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puissances paires de cosa par des puissances entières dtî 
1 — sin*a, il viendra, pour des valeurs paires de m, 



cosma — (î — sin*a)'* ^ (i -^sin^a) ^ sin^a 

1.2 ^ 

-^ - — -(i — sm*a) » sin*û 



m— a 

sinma = cosa I — (i — sin'a) » sina 



1.2.3.4 

r^ . . .- 

Y (i — sm'a) 

^^ ^-^ ^ I — sm'fl) » siii»a -+-... L 

1.2,0 J 

et, pour des valeurs impaires de m, 

/ • - V m [m — I) . . ^ , . 

(i — sin'rt) ' ^ ^(i — sin'rt) * sm'a 

1.2 

m[m--\](m—'i){m-Z], l!l=± "f 

-^-— ^- — jr-i^ ^ I— sin'a * sm*a— ... L 

1.2.3.4 J 



fn , , , . . 

sin/w« rr-. — I — sin'«) * sina 

I ' 



i i±_ i ( I — sm'a) * sin*âr -f- . . . . 

1.2.3 

Si l'on développe par rapport aux puissances croissantes de 
sina les seconds membres de ces formules, abstraction faite 
du facteur cosa, on trouvera, pour des valeurs paires de m. 



cosma=:i 



m f m — I I \ jA^ 

■" 7 V 2 "^ ySP 

m{m— 2)r(m— iwHftSj m— i 3 3.11 . , 

1.3 L ^•4 2 2 ^^J 

/m — I 3\ . , 
1 — I sin* a 

\ 2 l) 



(m . m(/w — i) [ m — i 3 
sin/wâj = cosrt < — sma — ' ' — 



I 1,3 



m[m—7.)[m-^) r {m-i)[m^'^) m-i 5 5.3"| ) 
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et, pour des valeurs impaires de /n, 



cosma = cos« 






{m — i\[m — 3)r/7i(m — 2) m 3 3.i"l . , 

1.3 L 2.4 2 2 2.4] 

m . mimr—\)(m — 2 3\ . . 

! = — sin« ^ — « — - ( h - sin*a 

I 1.3 \ 2 2/ 

772 (m — i) (m — 3) V {m — 2) (m — 4) 



[' 



1.3.5 L ^'4 

m — 26 5.3 
2 2 2.4 



^ '"- — :^ . :i ._!_ !li:^ sin*û — . . . 



Faisant maintenant usage de la formule ( 2) du numéro pré- 
cédent, on obtient, pour des valeurs paires de m, 

m, m . . (m-^ 7,)m,m{m — 1) , ^ 

t=: I sin^a -\- ——z sm*a 

1.2 1.2.0.4 

f/w-4-4){'»-t-2)m./wfm — 2)(m — 4) . . 
o / r ^ -^ SI» « •+-•••» 

1.2.3.4'ô.O 

(m-}-2)m(/» — 2) . . 

i ain*/ 

1.2.3 



smma = cosa — sm« — ^ sin^a 



(m-h4/^'w-f-2)/w(m — 2) (m — 4) • * 



♦ 1.2.3.4.5 ""'*'' y 

et, pour des valeurs impaires de m, 



(=) 



iz=z cosa I I 



(;n-+-i)(m — 1) 



cosma = cosa | i — ^" ' '^ ^ — sin'a 

1.2 



I 1.2.3 



(m + 3)(a|-+-i)(/n — i)f/w — 3) . ^ 1 

-^ *|^3.4 ^sm^«-.-.J, 



m . (m-+-i)/nrm — r) . . 
— sm« — — 7» sm'fl 



(/72 4- 3) (m + i) m (m ~ i) (m •- 3) 



sm*r/ - 



I. 2.3.4*5 
Si, dans les formules (i) et (2), on change a en «, on 
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trouvera, pour des valeurs paires de m, 

/ m 

I ( — t)» cosma 

m. m . fm-f- îi)m./w (m — 2) 

: I cos' a H ;r— 7 cos* a 

2 1.2.3.4 

(m - \-^)(m - f-2)m.m(/» — 2)(m — 4) 

I .2.3.4.5.0 



{ — 1)* smina 



(3)/ 

{- 

\ m {m-\-i]ni(m — 2) 
= smfl ~ cosfl — -\ — — cos'rt 

L I 1.2.3 

^ (m-f-4)(m-t-2) m(m -2)(m-4 )_^^^ 1 
1.2.3.4.5 J 



l 

-et, pour des valeurs impaires de w, 

/ m — T 

j ( — 1) * sinma 

. r (m-\-i){m — i) , 

= sm fl 1 — cos'« 

L ï-2 



(m-f-3)(m-i-i)(m— i)(/w — 3) , H 



, , 1.2.3.4 

'(4) ' * 



(-«) ' 



cosma 



m im -^\)m[m — i) 
= — cosa 7— -' cos'fl 

I 1.2.3 

[m -^ Z) (m -\- 1) m [m — \) (m — 3) 

_l i^ S-V-/r c<^s*a - . . , 

1.2.3.4.5 

Aiiisi Ton aura, en particulier, 

ces 2 a rrr: I — 2 sin'«, 

€054^ ^^ I — 8 sin'tf ^ 8 sin*a, 

cosiSa z=z\ — i8 sin'û' -i- 48 sm^a — 32 sin^a, 

> 

sin3 a = 3 sin a — 4 sin*a, 

sin5a = 5 sinû — 20 sin^a -h i6sin*a, 

• » 
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— cosaa z=z i — 2 cos^a, 

— cosSa = 3 cosfl — 4 cos*âf, 
cos^a r-: I — 8 cos^a -I- 8 COS* <7, 
cos5a =: 5cosa — 20C0s'fl H- i6cos*^, 

— cos6a :=z i — i8 cos'a -\- 48 cos*a — 32 cos^rt. 



182. Les formules précédentes sont ordonnées par rapport 
aux puissances ascendantes de cosa ou de sina^ on peut les 
ordonner par rapport aux puissances descendantes des mêmes 
quantités, et elles prennent alors une forme nouvelle qui con- 
vient à la fois au cas de m pair et à celui de m impair. 

Posons, pour abréger, 



cas ma 



V^ , sinma \^ 

r= y II nCOS"'"^'* a, — ; = > r„cos"-'""'rt, 

^ sina ^ 



le signe \ indiquant la somme des valeurs que prend Tex- 

pression qu'il affecte, quand on donne à n toutes les valeurs 
entières depuis zéro jusqu'à la plus grande de celles qui rendent 
positif ou nul l'exposant de cosa^ les équations (3) et (4) s'ac- 
cordent à donner 

^ ^ 1.2.3. ..(m — 2/2) 

ç, = (-- ,)" (m~/i~i)(m^/i-2)...(/i-n) ^_,^_,^ 

^ 1.2.3. ..(m — 2/2 — l) 

Maïs ces formules supposent n <^ 5 pour n= —y dans le 

m 

cas de m pair, la valeur de u„ doit être réduite à ( — 1 ) * d'après 
la première des équations (3); dans le cas de m impair, les 
valeurs de ii„ et de t^^ se réduisent respectivement, d'après les 
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m—1 rn- 

équations (4), à ( — i) * m et ( — i) ' pour n = 

Si Ton multiplie et que ron divise par le produit 1.2. . .// 
les expressions précédentes de m„ et i^„^ il viendra 



, /«.a™"*"-' 1.2... (m — n — i) 
1 .2. . ./^ 1.2 . .{m — 2n) 

^ ' i.2.../2i.2...'^/n — in — ij 



ou 



a,= f- ,> rn[m-n-i)(m-n^7.)...{m-in -\- i) ^„,_,,_,^ 
" 1 .2. . /î 

p. ^ (_,>n (m - /I - 1) (m - 71 -- 2) ... (m - 2/2) ^^,,„_,^ 



pourvu que, dans le cas de /z = i , on réduise à l'unité le pro- 
duit [m — n — i) (m — n — 2). . .(m — 2/2 -t-i) dans la valeur de 

a„. En adoptant cette nouvelle forme, la restriction n<^ 

n'est plus nécessaire^ les seconds membres des formules pré- 

cédentes se réduisent en effet respectivement à ( — 1 ) * m et 

m — T 

( — 1) * pour n = ^5 dans le cas de m impair-, pareille- 

m 

ment la valeur de m„ se réduit à ( — i)* pour /z = — 5 dans le 



m — I 
2 

m 

m 

2 ' 

cas de m pair. Les seconds membres de nos formules de- 
viennent illusoires pour n=.o\ mais, d*après les premières 
expressions de i/„ et (>„, ils doivent être alors réduits Tun et 
Tautre à 2'"~*. On aura, d'après cela, 



m , >„w(7?? — n — \){m — «— 2)...(/7/— 2/7-+-T) „ ,„ , „ 5« 

COS/»fl= > i—lY — ^^ '-^ r — ^^ i2"'-*"-'C0S'"'^rt, 

^ ^ ' I..Z.3. . .// 



biiirt ^ ' 1.2.3...// 



«, 



(5) 
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OU 



cas ma z= a"""* cos'^a 2"*-=» cos"""'*? 

I 

m' m — 3) 

_j i^ i 2"~* cos**^^ a 

1 .2 

I .2.3 

m(/w — 5)(m — -6) (m — 7) 
1.2.3.4 

sinwfl , . m — 2 . 

sina 1 

1 .2 

1.2.3 

I .''m — 5) (m -6) (m— 7) (m -8) 

i 1.2.3.4 

€t CCS nouvelles formules ont lieu, nous le répétons, quel que 
5oit rentier w, pair ou impair. 

Si Ton change a en a, dans les formules (5), il viendra, 

pour des valeurs paires de m. 



(—1) ^cosma 

= 2*"-' sin'"^ a""' sm^-'w h ^^ 2'"-* 8in'""*û 

I 1.2 

(6) [ 

'-f-ismma 
' (OSÂT 



1.2 



(///-4)(w-5)(/w-6) „,.,„, 

\ !LL\ __ _Lv f 2"-' ôin"-' û -h . . . , 

1.2.3 ' 
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et, pour des valeurs impaîres de w, 

I m— » 

(— i) * sinma 

' m I • m ''^ m a • m 5 ATI ( 77/ 3 ),„..„, , 

i \.i 
2_LL : 2"*-' sm"'~*a H- . . . , 

■ 



cos^ 



__. A«i— 1 cîn"(~i / 



7/1- 



= a*""' sin""' a ~ a'"-'sin"'~'<?H- - '- — a*"'* sin"*-*/!^ 

1 i.a 

! (/?i--4)(/w--5)(w-6) „ , . ^, 

\ i.a.3 

La première des formules (5) donne immédiatement I*ex- 

pression de la quantité que nous avons désignée par V„, au 

u9 168; si, en effet, on pose z = cosa -h i sina, on aura 

I i 
z -] ziz 2. cosa, z^H = 2 cosma, 

z z'" 

et, en remplaçant ï2cosa par x dans la première des for- 
mules (5), on trouvera 

I m ^ m(m — 3) 

z"*-\ z=zaf" af*~~^ H : - x"*"* 

z"* i 1.2 

1.2.3 "*"••' 

formule qui se réduira à une identité si Ton y remplace x par 



Déi^eloppement des /onctions sinx et cosjc en séries 
ordonnées suii^ant les puissances croissantes de x. 

183. Les formules (i) du n** 163 peuvent s'écrire de la ma- 
nière suivante : 



— 1 i îfana*/»_i_ -4- * ' 

(0 



° 1.2... 2/1 ° ^"' 



COS"*^ ~" ' 
\ COS^'a 1 ° 1.2.3 ** I.2...(2/H-l) ° ^^ '•'»»' 
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eu posant 

m.», (m — p — î) ^, m... (m — p — 3) 

^ l.2...(/?H-2j ^ I.2...(/?-h4) 

les quantités R,„ et Rjn+i mesureut les erreurs que Ton com- 
met quand on néglige les puissances de tanga supérieures 

à la (2/2 -f- I '**'"* dans les valeurs de et de ; nous 

^ cos"'fl cos^a 

allons chercher à assigner des limites de ces erreurs, en suppo- 
sant Tare a compris entre — jet-hjy et, par suite, tang*a<^i. 

La somme R^ se compose d'un nombre limité de termes qui 
sont alternativement positifs et négatifs, quel que soit le signe 
de a, et il est clair que les valeurs absolues de ces termes se- 
ront constamment décroissantes, si Ton a 

(m —p — i)(m —p — 3) , ^ 

par conséquent, la valeur de R^ sera comprise entre zéro et la 
valeur du premier des termes qui entrent dans son expression, 
en sorte que Ton aura 

^ m(m — i)..Jm — p — i) 

1 .2. . .(/? -f- 2) 

en désignant par ^ une quantité comprise entre zéro et 
Tunité. Nous pouvons donc remplacer, dans les équations (i), 
R,„ et R211+1 par les valeurs que prend Texpression précédente 
de Rp, quand on y fait p = 2n et /? = 272 4- i, pourvu ce- 
pendant que l'inégalité de condition écrite plus haut soit véri- 
fiée pour p z= in^ auquel cas elle sera nécessairement satis- 
faite pour /j = 2 7? -H i. D'après cela, si l'on pose 

ma =z JT, 



07 

m 

a 
désigne enfin par 6 et X les quantités comprises entre zéro et 1 



que l'on remplace a par — dans les premiers membres des 
formules (i), et m par - dans les seconds membres, que l'on 
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auxquelles se réduit ^ pour p=: ^n et p = in H- i , on aura 

COSj: Jr:(x — a) / Vànga\' 

a j 



(») 



cos" — 
m 



= 1 — ■ 

1.2 \ 



j_ jtfjr — a). . .(j- — 2.na -f- a) /tangaV" 
1 .2. . .2/1 \ a ) 

x{jc — a^,.,{x — ina — a) /tanga\*'»+* 

I .2. . .(2/î -4- 2) \ « / 



sin 



ces' 
m 



.T ar/tanga\ x[jc — o,)[.t — 2a) /tango X* 

^.r i \ a ) 1.2.3 \ a ) 

_.x[x — €j]. . .[x — 2/ïft) /tanga\*"-^* 
1 .2. . .(2/2 -f- ij \ a ) 

x[x — al. . .(.r — ina — la) /tangflX *»■*■=» 

"^ rr2.T. (2/î -h 3) Va/ ' 

et Tin égalité de condition deviendra 

[x — ij?a — ia)[x — ina — 3fl) f t!m^a\ ' 

ï^n -H 3y( 2 // -474") ~ ~ \^} ^ ' 

Supposons maintenant que, // étant un nombre aussi grand 
que Ton voudra, mais invariable, on fasse augmenter indéli- 
niment l'entier //i, de manière que le produit nia=zx reste 

constant: on aura a Ja limite non-seulement a = o, — -^^— = i , 

a 

mais encore cos"* — = i . En elïet, on a i — cos — <^ — - et, 
m m im^ 

à plus forte raison, 

X X X^ X X ^ x"^ 

cns cos' — < 1 • • • j cos*""' cos*" — <C ; 

ni m iHi.'i m m ^ni- 

en ajoutant toutes ces inégalités, il vient 

i — cos"* — \^ m — - ou <; — • 
m lui' o.in 

Il résulte de là que cos"* — est compris entre i et i — — ? et, 
m * 9. m 

par conséquent, cette quantité se réduit à Tunité (juaiid m est 
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infini. D'après cela, les équations (2) deviennent à la limite 

J cosa? = I — 

(3) 



( COSa? = I — — H- ... ± If: ô r , 

\ i.a 1.2. ..a/i 1.2. ..(a/zH-a) 



\ %\ViX — H- . . . =fc -, r- qi A -, — . r 

\ I 1.2.3 i.2...(a/îH-i) i.a...(a/2-+-3) 

et Tinégalité de condition se réduit à 

Les équations (3), où et X désignent toujours des fractions 
comprises entre zéro et i, ont lieu pour toutes les valeurs de n 
qui satisfont à la condition (4). On voit, en particulier, que, si 

X est compris entre zéro et - ? on a 

x^ x^ .t' 

sinj?^^ — -Tî cosx^i — — ■+• •^•» 
6 2 24 

Supposons maintenant que l'entier n augmente indéfini* 
ment *, les fractions 

^n+2 XXX X 



1.2... (2/2 -f- 2} 123 2/2 ■ 



l .2. . . (2/Z -f- 3j I 2 2/2-1-3 

auront pour limite zéro, car ce sont des produits dont les fac- 
teurs plus grands que i sont en nombre limité, tandis que le 
nombre de ceux qui sont inférieurs à i, et même à telle frac- 
tion que Ton voudra, petit devenir plus grand que tout nombre 
dcnné : on peut donc écrire 

/ x^ ,r* .r« 

\ COSX — I f- _ -7 -T H- . . . , 

^. j 1.2 1.2.3.4 1.2.3. ..6 

(.r x^ x^ .r' 

I I .2.3 I .2.3.4.0 I .2.3. . .7 

Les seconds membres de ces formules (5) sont des séries 
illimitées qui restent coincer gent es, coi 11 me on le voit, pour 
toutes les valeurs de x comprises entre — 00 et -h 00 ^ les 



GHAPITRB GINQUIÈHB. ^41 

formules (3) font connaître les restes de ces séries, c'est-à-dire 
les erreurs que Ton commet quand on s'arrête à un terme 
quelconque. 

184. Les formules (5) fournissent le moyen le plus simple 
de calculer le sinus et le cosinus d'un arc donné. Si Ton fait 

x = et qu'on calcule les coefficients avec vingt-deux dé- 
cimales, on obtiendra les formules suivantes : 



ï , 00000 OOOOO OOOOO 00000 oo 



sin(^.90") = 



[ , 57079 G3267 94896 6 1 9'23 1 3 • 



— 1 ,23370 o55oi 36169 82735 43 ^4" ! - 0,64596 40975 06246 25365 58 ^ 



• 0,25 366 9507901048 01 363 66 -j- ■ 



m* 



0,0796926262 46167 o45i2o5 — j 



• 0,02086 34807 63352 96o8> 3i — — 0,00468 17541 353i8 68810 07 -7 



0,00091 92602 74839 4^658 02 -7 



■ 0,00002 52020 42373 06060 55 -jj 



• 0,00000 04710 87477 88 181 72 —Yj 



— 0,00000 ooo63 866o3 08379 ^9 "17 

ni 



■0,0001604411 84787 35982 19 — 

- 0,00000 35988 43235 21208 53 -77 

' O , OOOOO 00569 2 1 729 2 1 967 93 -73- 

- 0,00000 00006 688o3 51093 II — j^ 
o ,00000 OOOOO 65659 63 1 1 4 98 ^ j -+- o ,00000 00000 06066 93573 1 1 ^ 



— 0,00000 OOOOO 00529 44002 01 — fj 



0,00000 OOOOO oooo3 43773 92 — 5j 



— 0,00000 OOOOO 00000 01 835 99 -^ 



o ,00000 OOOOO 00043 77065 47 -77 
■ 0,00000 OOOOO OOOOO 20714 îiJ -âT 



— 0.00000 OOOOO OOOOO 001 2 J 30 — -r 



• O ,00000 OOOOO OOOOO 00008 21 —^ 



3 lit 



Trig, S. 



0,00000 OOOOO OOOOO OOOOO J'2 - 



16 
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Les sinus et les cosinus des arcs depuis zéto jusqu'à 4^ d:?- 
grés comprennent les sinus et les cosinus des arcs depuis 45 

jusqu'à 90 dûgrés; on peut donc toujours supposer — < - dans 

loi formules qui précèdent, en sorte que les séries seront telle- 
ment convergentes, qn il n'en faudra jamais calculer qu un 
très-petit nombre de termes, surtout si Ton n a pas besoin 
d'un grand nombre de décimales. 

^, _, - . . m \ 9. 3 l\ 5 

Si Ion fait successivement -^ === — 1 —y — ? — ? — -^ on 

n îû 10 10 10 10 

obtiendra les résultats suivants : 

sin g'^^coâSr - o,T5643 4465o4oa3i, 
sin 18"== coâ j:!** ^ o ,3090 1 6994 3 74947 , 
gin 27"=: cosea'^v. o,453gg 01997 39547 j 
sin 36° ^ ûos 54* ^ o , 53778 5a552 91473 , 
em45°^ 00545°= 0,70710678)1 86548, 
sin 54"^ coê35°= 0,80901 C9943 74947, 
Biïl63**== cos^y""^ 0,89100 G>a4t 88368, 
sin 7a" ^T coBiS"^ o,95io5 65i6î93i54, 
gm8r=^ cos 9°^ 0,98768 8a4o5g5i38j 

lesquels s'accordent avec les formules du n'^ 37 , 

Décomposition des fonctions cos a: et smx en un nombre 
avhilraire, mais limité^ de facteurs. 

185. Des formules du n" 163 ou de celles du n*' 18i il résulte 

slnma * - 

que, si m est pair, cos ma et — -. — — — sont des foucLious eu- 
^ ^ m sin a cosa 

lièrcs de sin^, qui se réduisent Tune et Tantre a runité pour 

sin a == o. Eu outre, la première de ces fonctions, qui est du 

degré m par rapport à sin a, s'annule, ainsi quecos/7ia, pour 

les valeurs de a comprises dans la suite 



-fm— l)ïr 3ir ir ît ,^ 



îî 



-J T 



im ^m %m im %m 2/71 

elle est donc divisible par chacun des facteurs binômes 
sin'eï sin'« sîn'<i 

I — ' ■ -1 J ;--^,..., 1 _j 

BUi- — sm* — - sm' -^ 

2m am 2m 
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et, parce qu'elle se réduit à i pour sina = o, elle est précisé- 
ment égale au produit de tous ces binômes. 

La seconde fonction est du degré m — 2 par rapport à sin «, 
et elle s'annule pour les valeurs de a comprises dans la suite 

{m — a)7r ^Tt 9.T 27: 4^ . (^ — 2)7:, 
9**9 9 9 H 9 H 9 «^ -i ) 

2m 2/71 2/72 2/71 2/72 2/72 

en conséquence, elle est divisible par chacun des facteurs 



I —, i — , . . • 5 I — - , 

. 27r . Atï . ,(/72 — 2)7r 
sin« — sm* -î— sm' ^— — 

2/72 2/7i 2/72 



et elle est même égale au produit de tous ces facteurs. 

En mettant — au lieu de a, on aura donc, pour les valeurs 
paires de m, 



/ sin* - \ / sin' — 

/ m \ I m 

C08J;= I I — 



. , w II . , 37r l"\ . ,(//i-i)7r r 
sin* — / \ sin' — / \ sm* ^^ — ' 



im/ \ 2/n/ \ 2.m / 

(■) { 



. r oc [ m \ I 

sinâ:= m sin — cos — | i l"*l ' — 

m m \ . , 27r / \ 



sin' - \ 



Par un raisonnement semblable, on obtiendra, pour des va- 
leurs impaires de m, 



, co,.r= CCS - - -— - 1 - —g^ - . .(„_,). 

\ Sin* / \ sin' — / \ 8in' ^ i— 

\ •im/ \ imj \ 2OT/ 

[ 8injr = msin— ( i i — |-- i -, — |. 

•A sin'iiîLM -•■"^/ V sin' ("->"/ 
\ \ 2m/ \ 'im/ \ 2m/ 

i6. 
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Si Ton transforme les formules (i) et (2) en faisant usage 
de la relation identique 

sin*z/ , / tang'ïA 

I : = ces' u \ \ :— > 

sm^'i' \ tang^t'/ 

on aura, pour les valeurs paires de rw, 

/ tang«-\/ tang'-\ / ^ang* ^ 

«•# " m \ I "/Mil tn 



1 COSX = COS">— I 1 — 



(3) 



^ im/ \ ** 2m/ \ im 



tang' — \ / tang» — 



f 8ina:=co8'" — • m tang — ( i- |"'l '~ 



, îTT / \ ^ , (m— 2j7r 
tang' — / \ tang* 



2m/ \ a m 



et, pour les valeurs impaires de m, 



tang^^^X / tang'^X / tang»^ 
C08Jr = C08»— I I H I -.. — |.-.| I ; ^, ,- 



/ tang* - 

f 8inj: = co8" - • m tang — | 1 — 






L 



Décomposition des fonctions coso: et sinx en un nombre 
infini de facteurs. 



186. Lemme. — Si rare x croit de zéro à -<> le rapport 

sina: !.. 1 tansr.r ,, 

diminue et Le rapport — ■ — augmente; en d autres 

I termes, on a 

I ' sin(x -+- A) ^ sin.r tang(:r-f-//) tang.r 

X ->f h x X -\- h '^ X 



si X et 11 sont positifs et que x -^ h soit inférieur à -' • 
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En effet, si Ton multiplie la première încgalîté par > 

que Ton développe sin(a: 4- h) et que Ton fasse passer tous 
les termes dans le second membre, elle devient 

I — cosA /tanff^ sin/A _ 

et sous cette forme on en reconnaît immédiatement l'exacti- 
tude, car I — cos/z est positif et — ^— j-- Test égale- 

tang:c ^ j. sinA ^ 

ment, puisque — ^— est > i , tandis que — — est <[ i . 

Il faut remarquer que le rapport continue à décroître 

quand x croît de - à tt; car, dans ce cas, le numérateur dimi- 
nue, tandis que le dénominateur augmente. 

Quant à la deuxième des deux inégalités proposées, si Ton 
y remplace les tangentes par leurs valeurs en sinus et cosinus, 
on lui donne aisément cette forme 

s\n( h -{- 3r) sin/i 
h -\- IX ^^ h 

ce qui a lieu, d'après ce qui précède. 

Corollaihe. — Si X et X -\' h sont compris entre zéro et -> 

on a 

sin(^ -\- h) X ~{- h tang(^ -+- h) 
ûnx X ' tango; 

n résulte de là que, si Ton désigne par u et i^ deux arcs quel- 
conques compris entre et H — > on aura 

\ sm^f/ \ t/»/ \ tangV/ 

le signe ambigu zt indiquant ici qu'il faut prendre la valeur 
absolue de la quantité qu'il affecte. 
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187. Le corollaire qui précède va nous donner le moyen de 
trouver ce que deviennent les expressions de coso: et de sinx 
obtenues au n*' 185, lorsque l'entier m devient infini; nous 
considérerons, par exemple, les formules (i) et (3), où m dé- 
signe un nombre pair, et nous multiplierons chacune d'elles 
par le facteur dz i , en convenant d'employer le signe qui rend 
les membres positifs. Le nombre m étant supposé assez grand 

pour que la valeur absolue de — soit inférieure à -> si Ton fait 
usage des inégalités 

zh sin ~ <" rb — < ±: tang — 9 ces — <* i , 
mm m m 

et de celles qui sont fournies par le corollaire du numéro pré- 
cédent, les formules (i) et (3) du n** 18S donneront 

.eos.<.(.-4^')(.-^:)...(.-^-,^),^ 

±cosx>±cos«±.(.-4f:)(.-4£)...(,-^-i^), 

±H'-^l('-4^')-('-r«-^')' 

■_ X I .v'\ ( a-} \ l .r» \ 

zhsmx>±:cos'"— ..r i i— -y— .. . i— ^ . 

Or nous avons vu (183) que Ton a 

cos*— = 1 — 0,«, 
m 

On étant une quantité qui s'annule pour m = 00 -, par consé- 
quent, si Ton désigne par e,„ et n„^ des quantités inférieures 
à 0^, on aura 



et 

zhsina: 



f 
cosx 
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Si maintenant on fait tendre l'entier ni vers Tinflni, les quan- 
tités t^ et fïn tendent vers zéro, et Ton aura à la limite 



(») 



(•"'='{'-5)(-^.)('-^.>- 

Ces formules donnent les valeurs de coso: et de ûnx décompo- 
sées en un nombre infini de facteurs linéaires \ la périodicité 
de ces fonctions y est en évidence. 

188. Formule de Wallis. — La première des formules pré- 
cédentes peut s'écrire ainsi 



X 

1 



Faisant x= - > il vient 
1 



- = .,,— 



(-î)('-à)('-4)' 



ou I 

'H — 11 4 4 6 6 8 8 _ I 

formule remarquable due au géomètre Wallis, et qui donne i 

la valeur de - comme limite du produit d'un nombre infini 

de fractions, alternativement plus grandes et plus petites que 
l'unité. 

Décomposition des fonctions tango: et cola: en un nombre 
arbitraire, mais limité, de fractions. 

189. Si ./'(-) désigne la dérivée d'un polynôme f{z) de 
degré m, et que aj, aj, . . . , a,„ soient les 771 racines de l'équa- 
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tiony*(-2) = o, on sait que Ton a 



y{z) z — a, z — «a 

en outre, si a^ el a, sont des quantités imaginaires conjuguées, 
et que Ton fasse a^ = r (cosa H- i sina), a^ =:zr[cosa — i sina), 

la somme des deux fractions 5 sera 

z — Ui z — a-i 

iz — 2 r cosa 



z^ — 2.rz cosa -h /^ 



Appliquons ce résultat aux deux polynômes z"*-|- r"* et 
^m — j,m^ q^j Qjj|. ]»^jj g^ l^autre pour dérivée mz'""^ -, on 
aura (175), pour des valeurs paires de m, 

7t (m — \)'K 

2 3 — arcos — iz — srcos^ — 

fnz''*^^ m m 

— f-. . .-f 

z- 4- /•"* IV 



(m-i)» / 



z' — 2 rz cos — -i- /*' 2^ — 2 rz cos ^^ h 

m m 



2ir 

-^. 2* ~ 2rcos — 

mz"*~' I I m 

H 1- 



Z'" /*"• z -h r z /• 2 TT 

z' — 2 rz cos h r- 

m 

(m — 2)7r 

2z — 2r cos ^ — 

m 

(m— 2)7r 

z» — 2rz cos ^ h /•* 

m 

et, pour des valeurs impaires de m, 

2Z — 2rcos — 

mzf*-^ I TT 

z^-hr** z+r , 'w - 
z' — 2 rz cos h '^ 

(m — 2)7r 

2z — 2rcos ^— 

m 

M 7 V -> 

(m — 2)7r 

z' — 2 rz cos ^ h ' 

m 



C" /"" Z / 
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I 

rj 


2. TT 

2 3 — 2rcos 

m 




+ .. 


-" z^. 


— *irz cos — H- 
m 


r» 




[m 
7.Z — 7.rcos- — 


m 


0^ 
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im — i)7r 

z* — 7.rz cos -^ h r^ 

m 

Multiplions ces quatre équations par z^ et retranchons de 
chacune des équations résultantes celle qu*on en déduit en 
permutant les lettres z el r\ il viendra, pour des valeurs 
paires de m , 

' 2"* /*"' ''^ — - /'' 

\ m 



Z"^ -:- /•'" , TT 

z^ — 2,rz cos f- t^ 

m 



_1_ 2 



0/ 



(') 



z^ — irz cos 

m 

z"* -f- ;•'" z* -î- /^ 2^ — r' 

m = 2 h 2 - 



fm— I JTT 

A L l_ 7^2 



z"* — f" z' — r' 2 ff 

8' — 2.rz cos h r* 



z' — 2rzcos 

m 



(^— 2)7r . ' 



et, pour des valeurs impaires de m, 

z" — r» z — r z* — r* 

m = h 2 

z» -I- r"« z-\-r 



(2) 



z' 


— 


TT 

2rzcos — 
m 


H- r" 




z' 


— 


[m 
2 rz cos i— 


~2)7r 





2"» _i- /j» z -h r 
m := h 2 - 

z'" -^ r"* z /• , 2 TT 

z' — 2rz cos h r* 

m 



(m — 1 1 « - 

z*— 2rzcosi ■ h' 
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PoSODS 

z = ces - — 1- / sin — 5 rz=z cos — — / sin — : 
mm m m ' 

il viendra, pour des valeurs paires de m. 



I tang.r rrr — cet — 

mm 

[sin' — ' sin* £ i 

m m I 

. , Tf . , J? ' ' ' . ,{/w — i)7r . ^-i^ I 

sin» sm' — sin* ^ sm' — I 

2m m 2/w iîîj 



X 

(3) 



, 2 2a: 2 X 

I COl.r z=: - COt COt ■— 

m m m m 



X 

1 



[X . ^ T 

sm' — sm*— 1 

m ml 

. , 27r . .r * '"' . ,(m — 2)tr . ^ a: 1 

sm' sin' — sm* ^ sin' — 1 

2m m 2m mj 



et, pour des valeurs impaires de /w, 



tanff.r nz — tang — H cot — 

m m m m 



X 

(4) 



[ 



sm' — 
m 


sin' — 




sm' sm' — 

2m m 


. (m— 2J7r 
2m 


sm' — 
m 



1X20? 

I cota:= — cot cot — 

m m m m 



X 



sm' — sm' — I 

m 772 I 

:- ... H ^^- I • 

. , 27r .V . • ('W — ^ • , '^ I 

sm* sm' — sm* ^ sm' — I 

2m m 2m mJ 



Si Ton introduit des tangentes à la place des sinus qui figurent 
dans les parenthèses, on aura encore, pour des valeurs paires 



COtJT 



X 
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de /A2, 

X ?. / .r jr'^ 

tangx = tang 1 cot h tang — ) 

[tang»^ tang^J . 1 
tmg' tang* — tang* ^^ tang* — 1 

° am ^ m ° -2.111 ^ mj 

/a 9.x .t\ 2 / .r J-\ 

=:^ — cot tang — cot h tang — 

\/n m f^^ ] '^\ ^ m ] 

tang* tang' — tang* ^ tang* — 1 

° am ^ m ° 2m mj 

et, pour des valeurs impaires de m, 

tang.r^tang£^j(cot£+tang£) 

[tang*£ tang*J 1 

^"ê:*— :— tang*- tang*^-— t^ng*- 

im m 7.171 m | 

j / jj jT \ ^ "y ( X X \ 

cot;r = — ( cot h tang — ) — tang ^ ( cot h tang — ) 

m\ m m j m m\ m ^ m / 

[tang*^ tang*£ 1 
!-. . . -î z ^ I • 
, 2 7r ^x ^im — ilTT , X I 
tang* tang* — tang* ^ tang* — 1 
^ 2m ^ m 2/n ° /wj 



Décomposition des fonctions tango: et cota: en un nombre 
infini de fractions simples. 

100. Il est facile de trouver ce que deviennent les for- 
mules (3) et (4) ou (5) et (6) du numéro précédent, lors- 
qu'on y suppose infini Tentier m qu^ellcs contiennent. Pour 
plus de simplicité, nous supposerons d*abord que x est coin- 

prîs entre o et -5 et alors toutes les fractions qui figurent 
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dans les parenthèses des formules (3), (4)^ (5), (6) seront 
positives. Nous considérerons seulement les formules {i} 
et (5), dans lesquelles m est un nombre pair, et nous ferons- 
usage du lemme démontré au n° 1 86 ^ on a, d'après le corol- 
laire de ce lemme, 

sin^i' V* tang'c 

sin*« — sin^'r' u^ — v^ tang^w — tang'^f 



si u est supérieur à i^ et que u et v soient compris entre o et - ► 

Au moyen de ces inégalités on déduit des formules (3) 
et (5) du n" 189 



tang — 

tangj-> — 



.T 

m 

X 



(;)■-«• L^^^J- ■ 



(i) ; sin — 



m .T [ 
ces— I tangj 



X m 

m 



< 



7.x 



[t}--- [^=^1- 



et 



Slll — 

m 



X 

m 



tang — 



5 — cota? -H ( H I tang — 



I 20: IX 

X 77' — x' 



['-^^^j'— 



m f I x\ 

lcotJ?H tang — 

\ m "^ m 



I IX 



|-(™-^|. 
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Si maintenant on fait tendre l'enlier pair m vers l*infini, les 
premiers membres des inégalités (i) tendent Tun et Tautre 
vers la limite tangx^ la somme qui constitue les seconds 
membres se réduit donc à une série convergente qui a aussi 
pour limite tango:. Pareillement les premiers membres des 
inégalités (2) ont Tun et l'autre pour limite cotor, d'où il suit 
^encore que la somme contenue dans les seconds membres de- 
vient une série convergente qui a la même limite cota:. On a 
donc 



<3) 



/ 7.x IX IX 



I 

COt j: =: - - 



formules qui peuvent aussi être écrites de la manière suivante : 

I 
tangjT^ 




377 
2 



cet Jr : 



X \7r — X it-T-xj \27r — X iiz-^xj 



Pour établir les formules (3) et (4) nous avons supposé x 

compris entre zéro et -; mais comme les seconds membres ne 

font que changer de signe, ainsi que les premiers membres, 
quand on change x en — x^ on voit que les formules ont 

lieu pour les valeurs de x comprises entre '- et 4- - ; enfin 

on reconnaît immédiatement que les seconds membres des for- 
mules (4) ne changent pas quand on change x en a: -i- t:^ ce 
sont, en d'autres termes, des fonctions périodiques de x qui 
ont la môme période que les premiers membres. 11 s'ensuit 
que les formules (3) et (4) subsistent pour toutes les valeurs 
de X comprises entre — 00 et -f- 00 ^ on voit que les fonctions 
tango: et coto: sont décomposables en une infinité de frac- 
tions simples dont les numérateurs sont égaux à Tunité, et doiit 



-ï 
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les dénominateurs sont les binômes du premier degré qui, 
égalés à zéro, fournissent les racines des équations 

tangar == 00 , cot.r = oD . 

Remarquons en terminant que chacune des deux formules (3) 
ou (4) peut se déduire de Tautre en changeant, dans celle-ci, 

X en X, 

1 

. Si, après avoir divisé par x la première des équations (3), 
on fait X = o, on obtient la formule 

TT» __ I I I I 

pareillement, si Ton retranche - des deux membres de la 

deuxième équation (3), que Ton divise ensuite par x et que 
Ton fasse j? = o, on obtiendra, en faisant usage des for- 
mules (5) du n« 183, 



6 


T I I I ï ï 


Isa 


nt par 4, 




7:^ I I _^ I I 
Ï4""? '^4'«"^6'»"^8»"^** 



la convergence de ces séries résulte évidemment de l'analyse 
même qui nous y a conduit. 

Décomposition des fonctions cosécj: et sécx en un nombre 
infini de fractions simples, 

191. On a 

I I I I I 

cosec J7 =r . — = - tanff - x H — cot — x ; 

Slll.r 2 2 2 2 

si donc on remplace x par - x dans les équations ( 4 ) du nu- 
méro précédent, et qu'on fasse ensuite la demi -somme des 
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résultats, on aura 



(') 



l coséc^ = - -h l ) — ( ) 

y X \iz — X iK '\- X j \2îr — X 7.it^x) 

< 

\ \37r — X 3it-i-x/ 



d'où Ton tire, en changeant a: en a:, 



î I 



I \ X --\-x I \ X h .r 

, . } \2 2 / \ 2 2 y 



+ 



Ces formules peuvent encore être écrites de la manière sui- 
vante : 

, I 2.r 2.r IX 

cosec xz=z — h 






x^ 



en faisant j:=: o dans la deuxième équation (3), il vient 



TT I I T 

4 û 5 7 



Déi^eloppement des fonctions tango: et cotcc e/i séries 
ordonnées suii^ant les puissances croissantes de x. 

192. Si Ton pose 

tang.r — R„ = 7—- 1^- . . . -f- 



(I) 



_, ï 2.r IX 
cota: — R„ := r ... — r ^ 9 



les quantités R„ et R], tendront vers zéro (n° 190) quand n 
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tendra vers l'infini. Or on a, par la division, 



I 
a 



â'-^â' "-■ 



et la série contenue dans le second membre de cette formule 
i-este convergente pour toutes les valeurs de z comprises entre 
— a et -Ha", donc les fractions en nombre limité dont se 
compose la valeur de tangx — R„ seront développables en 
séries ordonnées suivant les puissances croissantes de x pour 

toutes les valeurs de j: comprises entre et H — ; pareille- 
ment, les fractions qui figurent dans la valeur de cota: — Tl'„ 
seront, à partir de la deuxième, développables en séries or- 
données suivant les puissances croissantes de x, pour toutes 
les valeurs de x comprises entre — tt et -f-Tr; on aura, en for- 
mant ces développements. 



(2) 



(2«-,)'J 



tangx-R„=-|^- + -+. 

?.' r I I 

Nous avons établi au n° i 90 que les séries 



.r» 4- . . , 



C0t.r - 



I 

3^ 



52,* "^ • ■ 



I 



22;x "^ 32,* "2 



sont convergentes pour |tx = i^ donc elles sont, a plus forte 
raison, convergentes pour pO> i . Si donc on désigne par 5,^^ 
et S'ajj, les limites de ces deux séries et que Ton fasse 



— — I 



I 

2^ 






(2/2 ■ 



'/' 



«Sj*» 



(/l — Ij'î* 
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157 



^aji ^t (x\^ s'annuleront pour /i = ao . Cela posé, on peut 
écrire comme il suit les équatious [i] '. 



cotx- 



; 



Or, si Ton désigne par a la plus grande des quantités a,, «4,. 
a'j , a j , . . . , les valeurs absolues des deux sommes 



(4) 



2x /2.r\* , j: , /^X' 



seront respectivement moindres que les produits de a par les 
valeurs absolues des deux nouvelles sommes 



(5) 



2X /2.r\* .r /x\* 



Les quantités (5) sont des progressions géométriques qui sont 
convergentes, la première pour les valeurs de x comprises 

entre et 4- -1 la seconde pour les valeurs de x comprises 

entre — tt et -h tt : d'ailleurs a devient nul, ainsi que R„ et R^ 
pour /i = 00 ; donc on a à la limite 



(6) 



I 



tang^ :r:z — .r 



2*8, 3 , 2'S« 



COt.r z= 



28', 



2 S' 



2 s; , 



la première de ces équatious subsiste pour toutes les valeurs 
de X comprises entre ^ et -+- -y la deuxième pour les va- 
leurs de X comprises entre — tt et -I- tt. 



h- 



Triff. S. 
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On a identiquement 






et si Ton fait 



B;, _ I / J_ _L _L 



-4 



on aura 

(8) S. 



7V.- 



I (2^V- 
1 



Ott^HV, 



1.2. 



.2p 



s;,= 



2^!*-'7r'J^BJ' 
1.2. . .2ia 



Remplaçant, dans les équations (6), S,^ et S[^^ par ces va- 
leurs, il vient 



M\ 



(9) { 
( 



i tanL'Jrr=i:2'{2'— l)B,-^~- -h ...-hl^" ^1^"— l)B„— 

\ ^ 1.2 ^ ^ 1.9... in 



COtJ:: 



I 
a: 



2» — în— l 

i^B,- .. — 2»«B„— ^ 

I .2 1.2. -.2/2 



La .seconde équation (g) prend une forme plus élégante 
quand on met - au lieu de x; on obtient ainsi 



(lo) 1 COt-=:B, 

^ ' 2 2 I.Î2 



B, 



1.2.3.4 



B„ 



1.2. . .2/î 



formule qui subsiste pour toutes les valeurs de x comprises 
entre — 2 7r et -H 27r. 

193. Les coeflScients Bi, Bj, Bs,. . ., qui figurent dans les 
formules (9) et (i 6), se rencontrent dans un grand nombre de 
questions d'Analyse 5 ils sont connus sous le nom de nombres 
de Bernoulli, L'équation (7) donne l'expression générale de 
ces nombres -, mais cette expression contient la transcen- 
dante TT et en outre la somme d'une série indéfinie. H est 
aisé, comme on va le voir, de déterminer successivement les 
nombres Bj, Bj, B3, . . . , qui sont tous rationnels. 

On sait que, si deux séries ordonnées par rapport aux puis- 
sances croissantes d'une variable x restent convergentes quand 
on réduit tous leurs termes à leurs valeurs absolues, et qu'on 
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ordonne par rapport à x le produit de ces deux séries, le ré- 
sultat obtenu est lui-même une série convergente^ en outre, 
la somme de cette nouvelle série est le produit des sommes 
des deux premières. Cela posé, on peut déterminer les nom- 
bres Brt au moyen de la formule (lo) en multipliant celle-ci 
par I — coso: ou par sinx; on a identiquement 

( X .7:\ j? . 

I cot - ( I — cosj: ) = I — cosj: sm.r, 

V 2 2;' 2 

[ .T x\ , . j: , 

I cet - 1 smx = sm^ (i -h cosjc ), 

\ a 2/ 2 ^ ' 

et si Ton remplace dans ces égalités i — - cot -> smx et coso: 
par leurs développe oients en séries, on trouvera 

(b. -^ -hB, — ^^^-^-7 -f-... ) {— :!_.^H_...] 

\ 1.2 1.2.3.4 /\'-^ 1.2.3.4 / 

(x^ x* \ JC 1 X x^ \ 

1.2 1.2.3.4 */ ^V 1.2.3 ' ' ' j ' 

(B.-fL-.B,-^-.....)(f--^ -....) 

\ I .2 I .2.3.4 / \ I 1 .2.3 I 

__ fx -2^' _ \ ^^ ( '^^ -^^ \ 

~~\l 1.2.3 ' / 2\ 1.2 1.2.3.4 'j' 

Effectuant les produits indiqués dans les premiers membres, 
égalant ensuite de part et d'autre les coefficients de x*"+* dans 
la première formule, et ceux de o:*""^* dans la deuxième, on 
obtient 



= 



ï .2. . .^2/î -4- 2) 2 I .2. . .(2/1 -f- l) 

I B, I B, 



1.2. ..2/1 1.2 1.2. ..(2/1 — 2) 1.2.3.4 



+ (-!)"-' 



\.7....{ïn — aft + 2) 1.2. ..2(x 

, 

1.2 I . 2 ... 2 72 



26o 
et 



(.2) 
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1.2.. .(272 -h l) 2 1.2. . .2/2 

I B, I 



B, 



1.2. ..(2/2 — l) 1.2 1.2. ..(2/2 — 3) 1.2.3.4 



1.2. ..(2/2 — 2fit-|-l) I.2...2fJt 



I n-t _. 



B« 



I 1.2. . .2/2 



Tune quelconque de ces formules (i i) et (12) déterminera B„ 
si roii connaît Bj, B,, . . . , B„«i -, par exemple, la formule (12) 
donnera, en faisant n = i,2, 3,..., 

I ï ^ 
3 2 

I I 4 

■= 4- - B, — B, = o, 

2 2 



6.5.4 
2.3.4 



B, 4- B3 m o. 



ï 



h-B, 

722 

I T 8^ 8.7.6^ 8.7.6.5.4^ ^ 

1 B| —z Ba H o / r g ^3 — B4 = O, 

922 2.3.4 2.3.4.5.6 



équations desquelles on tire successivement 



il 



B. = g, 
^'-66' 



De — ;r-» 

2700 



42 
B,_g,.. 



«•=é' 



La suite des nombres de Bernoulli est d*abord décroissante, 
mais à partir de Bs elle devient indéfiniment croissante. Les 
relations (1 1) et (12) que nous avons obtenues ne sont pas les 
seules qui lient entre eux les n premiers de ces nombres, quel 
que soit n ; par exemple, on obtient deux autres relations qu'il 
convient de remarquer au moyen des équations (9). On a efïec- 
ûvement 

cota:, sina: = cos.r. 



tangx . ces or =: sm x. 
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2b I 



et, en remplaçant les lîgnes trîgonométriques par leurs déve- 
loppements en séries, il vient 

(-— a'B, — H-... ) |.r '^^,,\ = i^ — ^,,.^ 

\x 1.2 / \ I .2.3 / 1.2 

L ' 1 .2 J \ 1.2 / 1.2.3 

Si Ton effectue les produits et qu'on égale de part et d'autre 
les coefficients de j:*" dans la première formule et ceux 
de x'"~* dans la deuxième, on trouvera 



(.3) 



1.2. ..2/1 1.2. . .(2/2-t-l) I .2. . .(2/1— l) 1.2 

1 .. B, . 



1.2. ..(2/î — 3) 1 .2.3.4 



7}^ 



B. 



1.2. ..(2/2 — 2fA-f-l) 1.2. ..2p 



-f- {— l)" - 2^' 
' I 



B„ 

.2. . .2/î 

2»f2«— 1) 



B. 



(•4) 



1.2. ..(2/2 — ij 1.2. ..(2/2 — 2) 1.2 

1.2. ..(2/2 — 2fit) 1.2. ..2p 
. 2"'(2^«— t) B„ 



-^[ 



I I . 2 ... 2 /2 

Si Ton porte les valeurs de Bi, Bj, Bj, . . . , trouvées précé- 
demment, dans les formules (8), on obtient les résultats sui- 
vants : 



I I 1 


•6' 


I I l 


"90' 


I T 1 


-9Î5' 


1 l I 

• + 1^-^-3^ + 4^-^- 


■~945ô' 


■ -»-^-f. + J^+- 


"93555' 





202 
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et 






i 

\ 

\ 

\ 
\ 






î I I 7r' 

1 ï I 1t* 
3* 5* f 9b 








III 7r« 

3« 5« 7« 9bo 
I I I 177:* 

'"'" 3- ^ 5» "^ 7»""^ 161280' 


'{ 


eti 


on voit 


I I I 3l7r'» 

^ "^ 3'» "^ 5"» "^ 7'» "^ 2903040' 


•..., 

que généralement les sommes des séries 






I -f- - 

2 


i;;-^^-.^-^-^--- «t . + ^, + ^+. 



ne contiennent dans leur expression, si m est entier, que la 
seule transcendante tt. 

Enfin, en portant ces mêmes valeurs des coefficients B dans 
les formules (9), on a 

/ .r* 2x' 17 a:' 

tang:r = ..-,.^ + --^H--^^-..., 

i 1 .T x^ 2:r* 

[ X 3 ^5 945 

194. Les formules (6) peuvent être employées pour la con- 
struction des Tables de tangentes ou de cotangentes. Si Ton y 

fait j:= 9 elles deviennent 

n 2 

tang -90'' = 1 S, - -f- S, — + S, — H-. . . , 

(m \ 2 « I /^, m I ^, /w* I ^, m* \ 



cot 



Ces formules ne sont applicables que si — est une petite frac- 
tion, parce que lés sommes Sf, 84...- , S',, S',, . . . décroissent 
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peu rapidement. On aurait obtenu des séries beaucoup plus 
commodes pour le calcul, sî l'on avait conservé dans les for- 
mules (i) du n" 192, sans les développer en séries, les fractions 

_— _ et :; -1 qui pour a: = se réduisent res- 

y â mn — T Amn t j ' i 

pcctiveraont a et — -~- -• Les deveJoppements 

^ tr «' — m' it ^n^ — m' *^*^ 

de ces frcctions sont 

4 mn i f rn m* m* \ 

- =- 1 1 h...)' 



1_4 

-4 






et, si Ton retranclie respectivement ces deux équations des 
deux précédentes, on aura 

[m \ A mn 4 f/o. ^ ^ /« s ^* 1 

2 n I ^mn 



cet 



("90°)- 






séries dont les termes décroissent très-rapidement. En faisant 
le calcul des coefficients avec vingt décimales, on trouve 

tang (y^ 90A = ^rz^» X o,6366i 97728 67581 34807 55 
•h o ,29755 67820 59733 98808 — 



■0,01868865027782982117 ^ 



0,00184247520351003578 — 7 



0,00019758007152047781 — f 



//r 
-f- 0,00002 16977 87824 86026 — j- 



■ 0,0000024011 86991 41062 -7p 



2G4 
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0,00000 02CG4 i33o3 42100 -^ 



■ 0,00000 00295 8G467 68288 — jY 



0,00000 00082 86788 87940 -f^ 



• 0,00000 00008 65 174 90274 -77 



0,00000 00000 40754 08828 —^ 



o., 00000 00000 o45o8 28887 —^ 



o ,00000 00000 oo5oo 9088 1 -jj- 



0,00000 00000 ooo55 65642 —^ 



0,00000 00000 00006 18404 -mt 



o ,00000 00000 00000 687 1 2 -J^^ 



0, 00000 00000 00000 07684 — 3— 



0,00000 00000 00000 00848 -rr 



• 0,00000 00000 00000 00094 -^ 



■ 0,00000 00000 00000 000 10 -35- 



0,00000 00000 00000 0000 1 -77- 



cot( — 90** ) == ~xo, 68661 97728 67581 34307 55358 5349005744 80126 



^mn 



4 //■" — ni 

— o, 20528 88894 i45o8 20154 — 

— o,oo655 10747 88218 499îi5 -5- 



-, X 0,3188098861 83790671538 



0,00084 50292 55396 77702 — j- 



— 0,0000202791 o6o5i 558o6 -f 

— 0,00000 12866 52717 72267 -5- 
— - 0,0000000764 95881 61606 -77 



— 0,00000 00047 59788 01257 -77 



— 0,00000 00002 96905 16679 "TT 



— 0,00000 00000 18540 68275 -75- 



— 0,00000 00000 ou 58 35898 —^ 



0,00000 0000000072 88498 -^ 



— 0,00000 00000 00004 52872 —55- 



— 0,00000 00000 00000 28272 -rj- 

— o ,00000 00000 00000 01 767 -=r 



■ , 00000 00000 00000 00 II O — =• 



— O ,00000 00000 00000 00007 -37 
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Déi^eloppements des fonctions cosécj: et sécx en séries 
ordonnées suii^ant les puissances croissantes de x. 

195. Si, dans réqualion 

I I I I 
coscc j: r= - tailfî -.r -\ cot - JC. 

on remplace tang - j: et cot - x par leurs développements en 
séries, il vient 

{i) cosécj:= h(?.*— 2)B, h...-f-(3t"*— 2)B, 



X 1.2 ^ 1.2. ..2/1 

formule qui subsiste pour toutes les valeurs de x comprises 
«entre — tt et -f- tt. 

La fonction sécx est aussi développable en série conver- 
gente ordonnée suivant Icîs puissances croissantes de x^ mais 

seulement pour les valeurs de x comprises entre et H — • 

En eflet, les deux fonctions tangx et cosécx étant dévelop- 
pables en séries ordonnées suivant les puissances croissantes 

de x, pour toutes les valeurs de x comprises entre — - et 

H — > il en est de même du produit tango: coséc^ ou séco:, 

d'après un théorème connu dont nous avons déjà fait usage 
(193). Comme la fonction sécx ne change pas par le chan- 
gement de X en — a:, et que cette fonction se réduit à i pour 
j: = o, son développement sera nécessairement de la forme 

<2) sécar=i-i- C, — -h C, — ^^-7 4-...-}-C„ — h 

1.2 1.2.3.4 1.2. ..2/2 

Pour déterminer les coefficients Ci, Cj, Cs,. . ., multiplions 
Ja formule précédente par 

x^ 



cosx=.-— --4- . •„ -...+ (-,} 



1.2 I .2.3.4 * "^ 1.2. . .2/1 
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le produit des premiers membres étant égal ai, les diverses 
puissances de jc devront disparaître dans le produit des seconds 
membres. Egalant donc à zéro le coeflScient de x*", il viendra 

G = I ^^ C, -f- . . . 

I .2 

I .2. . .2fx ^ ' 

formule qui déterminera C„ quand on connaîtra Ci, Cj,. . ., 
C„«.i. Faisant successivement n = i, 2, 3,. . ., il vient 

I- C. —o, 

I - i^ C, 4- C, =rr G, 
1.2 

6.5^ 6.5.4.3^ ^ 

I c, H ^ C, — C3 = o, 

1.2 I .2.3.4 



d*où 



C,=:l, C,= 5, Csr=:6l,...; 



on voit par les formides précédentes que les coefficients C 
sont tous des nombres entiers. 

Remplaçant les coefficients B et C par leurs valeurs, les for- 
mules (i) et (2) deviennent 

T X n.7^ 3 1 .r* 

coscc x= - ~\~ - -^ -L^ -4- — h . . . , 

X o 3do ï5i20 

x' 5x* 61^ 

sec x m I H 1 j. -f- H- . . . . 

2 24 7 20 

C'est ici l'occasion de faire remarquer qu'on peut obtenir au 
moyen de la formule (i) des relations linéaires nouvelles entre 
les coefficients B. Par exemple, on a 

COt Jr.coso: rzn cosécir — sinJT; 

si Ton remplace les lignes trigonométriques par leurs valeurs 
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en séries, qu'on effectue la multiplication indiquée dans le 
premier membre et qu'on égale ensuite de part et d'autre les 
coefficients de x*"~*, on trouvera 



î I ^ 1 ^, _Bl 

1.2. ..2/1 1.2. ..(2/î — l) 1.2. ..(2/î — 2)' 1.2 

I . B, 



-(-l)^ 



2»:*. 



[.2. ..(2/? — 2pi) 1.2. ..2fl 



»« ( — . i)n-l _!L o.'«-' —- 

^ ^ 1.2"* I . 2 . . . ( 2 // — 2 ) 



:( — l)«2(2'"— l) 



B„ 



1.2. . .2« 



Nous avons établi (191) qu'on a, quel que soit a:, 



cosec x=z — i 

X ff^ — .r' {^"^y — -'^ 



séca:=rr 



3n 



(371)=»— JC> 
57V 



(j)-- m-" m- 



Si, par la division, on développe en séries ordonnées suivant 
les puissances croissantes de x les fractions contenues dans les 
seconds membres de ces formules, et qu'on identifie les résul- 
tats avec les formules (i) et (2), on obtiendra 



(3) { ^_ _;_ 

2* 



I 

3^ 

I 
3^ 



r 
I 

■4^ 



B, TT =r: — , 

1.2 12 



1.2.3.4 



Bj 7r< — 



.-7^. 



720 



I I 
3^ ~ 4^ 



3'» 4" 



2* — I ^ 3l7r« 

^B, 7:^=1 Q— 7-' 

1 . . .0 30240 



2'"-» — I 
1.2. . .2/1 



BnTT' 



1'- 



^68 
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et 


















T 


I 


1 


n 






'"" 


3 -'- 


5 


~ 7 


■'-'"-r 






I — 


1 


5^ 


~? 


* 1.22* 32 




(4) ' 


I — 


I 


T 

5^ 


I 


C, tt' 

"*■ 1.2.3.4 ?' ~~ 


i53G' 




I — 


ï 


4- 


I 


. ^ _ c„ 


> 




5..+. 


n"->-' 1.1... 


2« 2-^"-^^ 



11 faut remarquer que les formules (3) peuvent se déduire 
de celles du n'* 193, et que la première des formules (4) s'est 
déjà présentée à nous (191). 

Des fonctions circulaires de variables imaginaires. 

196. Les développements que nous avons présentés dans 
les paragraphes précédents permettent de considérer les fonc- 
tions circulaires sous un point de vue beaucoup plus général 
que celui sous lequel nous les avons envisagées jusqu'ici. On 
voit, effectivement, que, si Ton définit les fonctions sinz et 
€os z par le moyen des équations 



{') 



sm 3 =: ^ H- ^ / - 

I I .2.3 I .2.3.4.5 



COS 2 =: I — 



1.2.3.4 "*' 



on pourra attribuer à la variable z des valeurs imaginaires^ 
car les séries contenues dans les formules précédentes ne 
cessent pas d'être convergentes, lorsque z désigne une expres- 
sion imaginaire. Effectivement, une série dont les termes sont 
imaginaires est dite convergente lorsque les parties réelles de 
ses termes forment une série convergente, ainsi que les coeffi- 
cients de i. En posant 

zz= p (cosw -f- / sinw). 
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les formules (i) deviennent 

I 1.2.3 / \ 1 1.2.3 y 

p'COS2w p*COs4w 



smz 



COSZzrz (I . 

1.2 1.2.3.4 

p'sin^w p*sin4w 
1.2 1.2.3.4 

or les séries 



-...): 



I 1.2.3 1.2 1.2.3.4 

sont convergentes, quelle que soit la quantité positive p; donc 
il en est de même, à plus forte raison, par un théorème connu, 
des séries qui figurent dans les expressions précédentes de sin z 
et de cosz. 

Les fonctions tang^, cotz, sécz, coséc3 ne sont dévelop- 
pables en séries convergentes ordonnées suivant les puis- 
sances croissantes de z que dans une étendue très-limitée, 
lorsque z est réelle : aussi ces séries ne sauraient-elles être 
employées pour exprimer la définition générale des fonctions 
auxquelles elles se rapportent*, mais il est naturel de définir 
celles-ci par le moyen des équations 

sinz C0S3 

VxnSZ =: y COtZ =Z ~ , 

cosz smz 

T , I 

secz = 5 cosecz =z ~ — • 

COSZ SIQZ 

^ . . ,,. 1 sinz inmiz 
On voit immédiatement que les rapports et — — tcn- 

z z 

dent vers l'unité lorsque la variable imaginaiie z tend vers 
zéro. 

197. A ce nouveau point de vue, les fonctions circulaires 
directes ont une liaison remarquable avec les fonctions que 
l'on nomme exponentielles; c'est ce que nous allons déve- 
lopper. 
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Désignons par z une variable réelle ou imaginaire , et po- 
sons 



^(3) = , + --f- 



I 1.2 1.2.3 I .2.3.4 

la série du second membre sera évidemment convergente, 
quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de z ^ en chan- 
geant z en Zx-i on aura de même 

^^ ^ I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

Les séries exprimées par ^{z) et ç (zj) restant convergentes 
quand on réduit z et z^ à leurs modules, si on les multiplie 
l'une par l'autre et que Ton réunisse en un seul tous les termes 
de même degré en z et Zj, on obtiendra, d'après un théorème 
connu, une nouvelle série convergente dont la somme sera 
égale à f (z) cf (^1). Or, en faisant le produit dont il s'agit, on 
trouve que le terme du degré n en z et z^ est 

z" -4- - z"-' z, -f- iz'^-^z] -H . . . + z« L 

1.2. . ./i L I « -2 'j 

ou 

(g-f-z.)" , 

1.2.3. . .«^ 

on a donc 

et, par suite, 

(p(z) (p(3») (p(z,)- . . ?(zhl-.) = ? (z h- 2, -h r, -:- . . . -+ 2^_|), 

quelles que soient les /ut quantités 2:, Zi,. . . . Si ces quantités 
sont égales entre elles, la formule précédente se réduit à 

donc, si /x et V sont deux entiers positifs, on a 

[?(±^)J=[T(±'m 
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et, «à cause de (p(i) cp( — i) = (p(o; = i, 



[î(±,^)J=[?(')F^- 



On désigne habituellement par e la valeur de <p{i), en sorte 
(jue Ton a 



I I I 

I 1.2 I .2.3 



la série par laquelle le nombre e est ainsi défini est très-con- 
vergente, et si Ton pose 

<? = I -f 1 h . . . -j h R„, 

1 1.2 i,i. . . n 

T^„ sera Terreur que Ton commettra en s' arrêtant au terme 

On a évidemment 

1 . 2 . . . /7 

\ .1. . ,n\_n -^ i {n-\- \)[n -;- 2) ' " * J » 
et, par suite, 



ou 



t\« -^^^ - - — . - X -, 

1.2...// Il 



donc si, pour calculer e, on néglige tous les termes qui suivent 
\q [n-\- i)'^'"', l'erreur commise sera moindre que la «**"*• par- 
tie de ce terme *, on trouve ainsi 

e : - 2,71 828 1 8284 59045 . . . , 

D'après ce qui précède, on peut écrire 

'yf-j est évidemment positive, <p ( — M Vest également à 
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cause de 



■(J) ''(-?) =^("*)='^ 



donc, sî z est réelle, la quantité ^{z) est égale à celle des va- 
leurs de Texpression e*, qui est réelle et positive. 

Ce résultat nous conduit naturellement à désigner par 
e*, quel que soit ^, la limite de la série convergente 

14- — I h . . ; en sorte que faire la somme de cette 

I I .2 ' * 

série, c'est élever le nombre e à la puissance z\ et, d'après 
la proposition que nous venons d'établir, la propriété fonda- 
mentale de la fonction e* est exprimée par la formule 

(2) ^.^'. =z:^»+*i, 

qui a lieu, quelles que soient les quantités z et z^. 

Si l'on désigne toujours par i l'imaginaire ^ — i , et que 
dans Téquation 

(3) è'=i-\ h 



I 1.2 1 .2.i 
011 remplace z successivement par -h/^ et par — iz, il viendra 

\ 1.2 1.2.3.4 / \i 1.2.3 I...5 y 

. / z' z* \ /z Z^ 2* \ 

^ =i'~- 7^-^7X34 ""•••) -"AT -7:1:3 -"7Z5 --•••)' 

c'est-à-dire, à cause dos équations (i), 
, , V [ e'* z=. cosz H- / sin 3, 

(4) 



-" = ces 3 — / smz; 
on lire de là 

(o) cosz= , sinz=: . 

2 2/ 

Si, dans la formule fondamentale (2), on remplace z et ^i, 
d'abord par iz et i jj, puis par — iz et — i ^,, on aura 



GBAPiTRB CINQUIÈME. ll'JÔ 

OU, à cause des formules (4), 

(coss -+- isinz) (cosz, -f- /sinz,) =zcos{z -4- a,) -h /sin(z -I- z,), 
(cosz — /sinz) (cosz, — /sinz,) = cos(z -4-z,) — /sin(z -i- z,); 

en ajoutant ces deux équations et en les retranchant ensuite 
Tune de Tautre, on trouve, après avoir effectué les produits 
indiqués, 

( cos(z -\- Zi) =^ cosz cosz, — sinz sinz,, 
(6) 1 . / 

( sin{z -f- z,) rr: smz cosz, -f- cosz sinz,, 

formules qui ont lieu, quelles que soient les quantités réelles 
ou imaginaires représentées par ^ et ^j. Il résulte de là que 
toutes les formules de la Trigonométrie générale que nous 
avons déduites de celles qui se rapportent à l'addition des arcs 
subsistent sans aucune modification, lorsqu'on substitue aux 
arcs des expressions imaginaires. 

Si, dans les formules (2) et (6), on remplace z par a: et z^ 
par ij ., il viendra 

cos(.r -4- /j) = cosx cos fjr — sinx sin/j, 
sin[aT -+- iy) = sin:ccos/j -h cosarsin/j; 

mais les formules (4) et (5) donnent 

, , . . . . cr --(r-r . cr — e-r 
{^) ^/=:cos7-4-«smj^, cos/j= 5 sin/jT=/. -; 

on a donc 

j e*+"jr= è* cosj H- iè' sin j, 



(8) 



ces (a; + iy) z=: 
sin(.r 4- iy) = 



ef H- e-J" 


Q^%x ■— i 


er 


— e-y 


sinx, 


2 




9. 


e^ -h e-'T 


sin.r -h / 


er 


— e-T 


COS.r. 



Ces formules (8) ont lieu, quelles que soient les quantités x 
et y réelles ou imaginaires *, mais elles sont surtout utiles, pour 
ramener à la forme ordinaire des expressions imaginaires les 
fonctions e% cosz et sinsr, dans lesquelles z désigne une ex- 
pression imaginaire x 4- ij'. 

Trig S, 18 
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On a encore, quels que soient x et j'^, 

lang(x -4- /r) = ^^" ^^ "^ '^^ = 2sin(j: + /» cos(^ ■- ^j) 
' cos(a: -+- /j) 2cos(j: -{- /j) cos(^ — //) 

sin 2 j: -h sin 2 /j 

ces 2 jr 4- cos 2 /> 

et, à cause des formules (7), 

, , , . 2sin2.r -+- /(tf'z — e-^y) 

(9) tang(x -t- 1^) = ^^^^ +7;^-^^) • 

Dans le cas de a: = o, cette dernière formule se réduit à 

,er — e-y 



(10) tang/>: 



er -f- e-y 



198. La fonction exponentielle e* possède une propriété re- 
marquable, qui pourrait être prise pour sa définition, et qui 
est exprimée par le théorème suivant : 

Théorème. — Si Von désigne par z une quantité donnée, 
réelle ou imaginaire, et par m un nombre entier positi/l on 
aura 



^*=lim(n ] 5 pour 



/?^ =11 co . 



Pour démontrer ce théorème, développons par la formule 
du binôme, relative à l'exposant entier et positif, l'expression 

n 

\ ou aura, en désignant par n un nombre entier in- 



férieur à m, mais qu'on peut supposer d'ailleurs aussi grand 
qu'on le voudra, 

Il ( z\ z f I \ z' 

V ml I V m/ 1.2 

\ mj \ mj \ m I 1.2...// 

R„ désigne la somme des termes, en nombre limité, qui sui- 
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vcnl le (n 4- i )»«'«*, et Ton a 



\ mj \ m J i.s 



X 



L«-f-i (« +1) \^n -h 2) J 



Nous savons que le module d*un produit est égal au produit 
des modules des facteurs, et que le module d'une somme ne 
peut surpasser la somme des modules des parties (162) ^ donc 
le module de R„ ne peut être supérieur à la valeur que prend 
le second membre de la formule précédente, lorsqu'on y rem- 
place z par son module p. Mais cette valeur, qui est une somme 
d'un nombre limité de termes, est évidemment inférieure au 

module du produit de ( i 1 • • • ( i 1 par la 

^ \ mj \ /W / I .2. . .72 ^ 

somme de la progression géométrique illimitée 



/i -h I \/2 4- i; 



somme qui est égale à » si l'on suppose n -f- 1 ]> |0. 

Le module de R„ étant inférieur au module de l'expression 

\ mj \ m j 1,1. . .n \n -\-i — p/ 

si l'on désigne par Q une certaine expression imaginaire dont 
le module est inférieur à l'unité, on aura 

(2) R„:.r:fl--V..(l- — 

^ ' V mi \ n 



I .2. . ./î \« -h I 



Supposons maintenant que, le nombre n étant invariable, on 
fasse croître indéfiniment l'entier m\ les formules (i) et (2) 
donneront, en y faisant m =. 00 , 



z" 6p 



2' 2" 
(3^ iua(i-h — ) =i-h-H h... A hll„, 

1.2 I . 2 . . . /2 



(4) R« = . 

^^' I .2. . .« W -T- I û 



18. 
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L'équation (3) a lieu, quelque grand que soit n; ai Toii fait 
tendre ce nombre vers riiifini, on voit par la formule (4) queïï„ 
Lendra vers zéro, et la formule [3) donnera 



Um 



(-ir=- 



.2.3 



c'esl-à-dîre 



fim 



(-^r- 



Itemanfu^. — Le théorème que nous veuons d'établir est 
susceptible d*un énoncé plus général^ que Ton peut présenter 
comme il suit : 

Si m désigne un nombre entier positif, et tfue z soit une va* 
viable imaginaire fonction de /n, i^ni tende ^ers la limite z^ 
quand m tend vers t infini, on aura 



lim 



h^y 



' tf"^^3 pour m^= 'yy 



En effet, les équations (1} et (a) ne cesseront pas d'avoir 
lieu si z dépend de ni. Si l'on y fait m :^ oo , ei que Ton dé- 
signe par po le module de z^^ c'est-à-dire la limite de p^ on 
aura 

\ tnj 1 1.2 1 .?.... H 



11m 



R.^ 



, rt n -h 1 ' 



pi 



Û désignant toujours une expression réelle ou imaginaîre dont 
le module est inférieur à i ; et, en faisant tendre n vers l'inUiii» 
on obtiendra 



lim 



(-i)"- 



199* L*aualoglc qui existe entre les fonctions circulaires 
directes et les exponentielles subsiste naturellement entre les 
fonctions circulaires inverses et les logaritlimes. 

On nomme logarithme népérien d'une expression imaginaire 
z^ p [cos tù-T-i sîn w) l*exposaiit de la puissance à laquelle il 
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faut élever le nombre e pour reproduire p (cos&) -f- / sin «). Pour 
trouver un tel logarithme, il faut chercher les valeurs réelles 
de a: et de j^ susceptibles de satisfaire à Téquation 

^*+<''r=p(cosw -4- /sinw), 
ou 

e*(cosj^ H- / sinjr) = p (cosw -+- /sinw). 

Cette équation tient lieu des deux suivantes : 

e* cosj^ = p cosw, is* sin j = p sin w, 

d*où l'on tire 

e* 1= p, cosj =: cosw, sinj = sinw, 

et, par suite, 

.rzrjlp, j = w-|-2^'7r» 

k étant un entier indéterminé. Ainsi Texpression 

p (cosw H- /sinw) 

a une infinité de logarithmes népériens qui sont tous donnés 
par la formule 

l[p(cosw H- isinw)] = Ip H- (w -h aX'Tr)/; 
en particulier pour o) = o et pour w r= tt, on a 

1 (p)— Ip -t-2/-7r/, 1(— p) =rlp -h (2X'-f- l)7r/; 

le signe l(p) est ici employé pour désigner l'ensemble de tous 
les logarithmes de p, taudis que Ip désigne seulement celui de 
ces logarithmes qui est réel. 

Lorsque z désigne une expression imaginaire, les notations 

arc sinz, arccosz, arctangz, arccotz, ... 

représentent toute expression imaginaire dont le sinus, ou 
le cosinus, ou la tangente, etc., est égal à z-^ ces expres- 
sions sont susceptibles d'une infinité de valeurs dans le cas 
de z imaginaire, comme dans celui de z réel : aussi, pour 
pouvoir les admettre comme des fonctions de z, est-il néces- 
saire d'ajouter quelque chose à leur définition. Nous ne pour- 
rions entrer dans les détails que comporte cette question sans 
sortir des limites que nous nous sommes fixées, et nous ren- 
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verrons pour les développements aux ouvrages dans lesquels 
Cauchy a traité cette matière. Nous nous bornerons ici à 
indiquer comment on peut déterminer les valeurs des expres- 
sions arc sinz, arccos^j,..., lorsque z a une valeur imaginaire 
a -h z 6. Considérons, par exemple, Texpression arc cos («4- 1 c) *, 
si Ton pose 

j- -{- ijrz=: arc cos(a -+- /6), 

il viendra 

, , • e/ 4- e-r er — ^~/ . 

or -+- /5 = cosfx -1- ir) = cosj: — / sm.r ; 

^ ' 2 2 

on a donc 

(i) cos or nn a, sin:r=r — 6, 

^ ' 2 2 

d*où 

, ^ a 6 a 6 

(2) Éf/— ; » e~/=r \- , 

^ cos.r sma: cosj: sin.r 



et, en multipliant, 



~::r:7- = i' 



cos*.r sin^r 
ou 

sin* Jr — (i — a' — 6^) sin*.r — 6*= o. 

On tire de là, en observant que sin'o: doit être positif, 



sin^.r ■=. 
puis 






eos^x ^ — ^ y^ (^ j - , 






extrayant les racines carrées des deux membres, et remarquant 
que cos a: doit avoir le signe de a, il vient 



(3) 



[^^^■-v/l'^^T-T 
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Sî Ton fait, pour abréger, 

a 

.To = arc cos 9 

\ cos.ro sin^o/ 
les équations ( 2 ) et ( 3 ) donneront 

les signes supérieurs ou inférieurs devant être pris ensemble, 
et k désignant un entier indéterminé*, il suit de là que Ton a 

arc cos (a 4- /6) == 2 X-tt ± {.t^ H- /j,). 

Dans le cas particulier de 6 = o, les équations (i) donnent 
immédiatement sino: =0 ou j^ = o. En prenant j == o, on a 
cos a: = a, et cette solution ne convient qu'au cas où se est com- 
pris entre — 1 et -hi . En prenant sino: ■= o, on a coso: =± 1 , 
le signe du second membre étant celui de a ^ la première équa- 
tion (i) donne alors 

er-he-r — -_h'?.Qt, 
d'où 

er—zLa-h y/a'— i, et j=:\(±:a-+- \/«*— i ). 
On a donc, sî a est compris entre — oo et — i , 



arccosa= (2^ 4- l)7r -h /i{ — a 4- \/a' — I ), 
et si « est compris entre -h i et -f- 00 , 

arc cos X = 2 ^TT -4- /l (a 4- y/a- — i ), 
k désignant toujours un nombre entier positif, nul ou négatif. 

Du cosinus et du sinus hyperboliques. 

200. Les Tables trigonométrîques offrent le moyen de cal- 
culer coso: et sino:, quel que soit Tare réel o:; et si Ton avait 
d'autres Tables donnant les valeurs de cosix et de sinza: pour 
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toutes les valeurs réelles de x^ ou obtiendrait aisément, par 
les formules relatives à l'addition des arcs, le cosinus et le 
sinus d'une expression imaginaire quelconque x-hijy. Des 
Tables du genre de celles dont nous venons de parler ont été 
construites effectivement; mais, voulant éviter l'emploi des 
imaginaires, leurs auteurs ont cru devoir introduire une nota- 
tion nouvelle dont nous allons parler. 

Lorsque la variable a: est réelle, les fonctions cosix et — r- 

sont aussi réelles ; la première est dite le cosinus hyperbolique, 
la seconde le sinus hyperbolique de x. On peut représenter 
les cosinus hyperboliques et les sinus hyperboliques par les 
caractéristiques coshyp, sinhyp, placées devant la variable; 
alors on aura 

, . . 1 sinf.r 

ces nyp.r = cos/.r, sin hyp j? = — : — » 

ou 

ces hypar = — -^ , sm nyp^ = • 



Le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique d'une va- 
riable X sont liés entre eux par la relation 

coshyj)^r — sinhyp'^ r=r i . 

sin hyp.r coshyp jr ,. , , 

Les quotients r^ — et - — ^ — sont dits la tangente hyper- 

'■ cos hyp.r sm hyp.r ^ •^'^ 

bolique et la cotangente hyperbolique de a:, et Ton a 
tang hyp x = --—-^ ^ cot hyp.r = — ^. 



Enfin, quand on pose coshyp a: =j- ou sinhyp or =j^, ou, etc., 
on écrit aussi a: = arc coshyp^, ou a: = arcsinliypj^, ou, etc.; 
on a d'après cela 

arc ces hyp.r r^ l (.r dz v/*^' — 0» 
arc sin hyp.r =z\\.t± y/.r' -+- i ), 

_ r , I 4- .r 
arc tang hypj: = - l • 
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JJ est indispensable d'avoir l'ecours au Calcul ditlërentiel f) 
pour justifier les dénominatiDtis dont nous venons de faire 

Les premières Tables de cosinus et de sinus typerboliques 
foni dues h Lambert; elles ont paru à Berlin en 1770^ dans 
.\^s fltTnîères annexes, Gudermann en a publié d'autres pUis^ 
étendues el de beaucoup préférables à celles de Lambert. 

Dé\'eloppement des fonctions log(r + r) et arc tan g 3 en 
séries ordonnées , siwant les puissances croissantes de :^. 

20!, [jïk méthode que nous allons employer pour obtenir 
les développements en série des fonctions log(iH-j} et 
arrtang:^ suppose la formule du binôme pour un exposant 
frarlîonnaire. Aiin de ne rien laisser k désirer à l'égard dt* la 



(') Si Vùn rnppofle un c«rcte Juiii le rayon est prU pour unîlë à deuï aieit 
rectang^ulnin^a coordonnés, dontrun, ^eliiî des abscisses, passe fiar rortE^ine dfis 
ûiïs, J'ùbfK^ïtâe el l'ordontM^e d'un point M de la cîrconrérencB seront le coaînus 
fit le sjjins de Tare compris entre rnxs des ubscîs&es et le point M^ ou, st l'on veut, 
le co^iîniiii et h' sinus du double de Taire du secteur correspondant à Tare dont 
il vwtit d'être question. EU de mèmei si l'on rnpportc à ses aies une hyperbole 
éqiiîïutère dont te de mi- axe est pris pour unitë^ Tabscisac et l'ordonnée d'un 
point M de cette courbe seront le tostnus hyperbolique et le sinus hyporbolique 
du double de l'oire d« séfaenr couijiris entre t'axe des abscisses et le rayon qui 
joînk le point M au centie de (a courbe. 

En ellbl, le demi-axe de riiyperbole équilalére êtanl pris pour unité, l'abscisse 
^f siipposiéc positive, el l'ordonnée >j saLîsfont à l'équation ^* — t]*.= i j en sorte 
que f et 17 E>ont nécass^ii renient le cosinus hyperbolique et le sînus hyperbolique 
d'une ceHaine variable ^. Ou peut donc poser 

|=eoihypj:" 1 îï=^fitnhyp^" —5 

i»n déduit de ta, par les r^-^les du Calcul dilTérenlJel 

d'où 
an 

Oti voit par 1â que jr est etTi^'clivement le double de t^ûre du secteur compri^t^ 
filtre l'ajxc des abscisses positives et le rayon cjui joint le centre de la courbe ati 
point dont b^s coordonnées sont | et îj. 
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théorie que nous présentons dans ce Cliapitre, nous commen- 
<îerons par établir ici cette formule. 

Formule du binôme. — Désignons par n une quantité réelle 
quelconque et par z une quantité réelle ou imaginaire dont le 
module soit inférieur à i ^ la série 

n n(n — \) . n(n — i) (/? — 2) . 

I 1.2 1 .2.3 

se réduira à une somme d'un nombre fini de termes si n est un 
•entier positif; dans tout autre cas, elle contiendra un nombre 
illimité de termes, mais elle sera toujours convergente; car le 
module de z étant plus petit que i, par hypothèse, le module 

du rapport ^ du (fx -f- i )**"*' terme de la série au a*'"' 

restera inférieur à une fraction moindre que i pour toutes les 
valeurs de ix supérieures à une certaine limite. 

Cela pose, z étant considéré comme constante, et n coran e 
variable, désignons par cp(/i) la somme de la série; on aura 

(p(/2)r=H--3H ^^ iz'-h..., 

^ I 1,2 

et, en changeant n en /Zj, 

fl;(/|, =1 4- — 3H ■ i «'-}-. ... 

^ ' I 1.2 

Si l'on multiplie f{n) par 9('îi), et que Ton ordonne le pro- 
duit par rapport à z^ on trouvera, en faisant u.'age de la for- 
mule (1) du n° 180, que le coefficient de z^ est 

I . 2 . . . f* ' 

d'où il suit que Ton a 

(p(/z)(f(/i,) = ff{n -4-/2,), 
et, par suite. 
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/2, «1, /z,, . . ., 7Z^_, étant des nombres quelconques. En sup- 
posant ces nombres égaux entre eux, on obtient 

Il résulte de là que, si fx et v sont deux entiers positifs, on a 



[?(±^)J=[.(±,)]^ 



car chaque membre de cette formule est égal, d'après ce qui 
précède, à ç (dz /ui). Or on a 

ç(-hi) = i-f-z, 

*(— l)=:l — 2 + 3»— 3>-4-. . .= -^— — (l 4-2)-^ 



donc 



[,(±e)J=„+,^, 

par conséquent cp ( =ii - j est Tune des valeurs de l'expression 
( I -H ^) ', et c'est dans ce sens que l'on peut écrire 

202. Développememt de la fonction log(i -H 2j). — Dési- 
gnons par z une variable réelle ou imaginaire dont le module 
soit inférieur à i \ d'après ce qui précède, si m représente un 
entier positif, la série 



IH 2-4- 

m 



m\m I \ ,1 m \m J \m J i .1.: 



est convergente, et sa puissance m'*"** est égale à i -h j. Si 
donc on désigne par i -\ la somme de cette série, on aura 

(0 (.-.l)"=, + z 
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et 

I V m I 7, 

' \ mj \ 'ymj \_ (/i — ij'wj « 
R„ est le reste de la série^ et ron a 

R„=(-.).(.-l)...(.-J-)4*' 
\ m / \ nm j n -\- \ 

X I ; 3-+--^ '-^ ^Z»-f-... • 

L «-}-?. (« H- 2j(/l -f- 3) J 

Les coefficients numériques delà somme entre parenthèses sont 
tous inférieurs à i -, par conséquent, si Ton représente par p le 
module de z^ le module de la somme dont nous parlons sera 

inférieur à i -f- p -|- p*-f-. . . , c'est-à-dire inférieur à — — \ 

I — p 

la somme elle-même pourra donc être représentée par 1 

en désignant par ô une expression imaginaire dont le module 
est inférieur à i. D'après cela, l'expression de u sera 

iZ / I \ 3' 
«rrr-— I -rh... 
I \ m) 1 

^'l \ ^l\ 2/w/ \ [n—\)m]n 

\ ^ ' \ fnj\ imj \ nm]n-\-\ i — p 

Faisons tendre maintenant l'entier m vers l'infini et dési- 
gnons par Mo la limite de u. L'équation (i) donnera d'abord, 
d'après le théorème démontré au n*^ 198, 

(3) ^'a — I-hZ, 

et l'on aura ensuite, par l'équation (2), 



(4) «•=T-i-3--(-')"^-^(-)";^ 
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^ désignant toujours une expression imaginaire dont le module 

est inférieur à i . Enfin, comme tend vers zéro, quand n 

tend vers Tinfini, on aura à la limite, pour « = oo , 

_, Z Z* 5» Z* 

' 1234 

D'après la formule (3), la quantité Uq exprime l'un des lo- 
garithmes népériens de i + ^^ et c'est dans ce sens que Ton 
peut écrire 

(6) ,(.-^.)^£_^H-|-.... 

Une quantité positive n'a qu'un seul logarithme réel ; si donc z 
se réduit à utic quantité réelle db x comprise entre — i et + i , 
on aura pour les logarithmes réels de i -h J: et de i — j?, 



(7) 



2 3 






O • • • • 

2 3 

203. Revenons à la formule (6) et posons 

i zr-pe''-— f)(cosa>-f-/sin«), 
I I H- z ~:-z re^^ z= r(cosô -+- i sin G). 

On tire de ces deux équations 

/•COSÔ r:^ I H- pCOSW, T slnG = p silKii), 

puis 



(9) /• rr: -j- ^/ 1 -f- l>.p COS« H- p', 

et 

, , ^ i-f-pcosw . ^ psinw ^ psiiiw 

(10) cosô=:^ 9 sin0= -5 tangôm— ^^ 



cosw 



Les quantités p et co étant données, l'équation (g) détermi- 
nera sans ambiguïté le module /• ^ quant à l'angle 0, il sera 
aussi complètement déterminé par les équations (lo), si on 
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Tassujettit à rester compris entre les limites — îret -h ît. Mais, 
parce que le module p de z est inférieur à i , on voit par 
les équations (lo) que cosô est toujours positif, et en consé- 

cpience l'angle demeurera compris entre les limites et 



H — ; cet angle sera donc déterminé sans ambiguïté par la 

troisième équation (lo) qui fait connaître sa tangente. 

Gela posé, Texpression générale des logarithmes népériens 
de i-r- z est 

l (i -f- z) =: i(A^'«) r= Ir -4- i{B -f- aX-Tr), 

k étant un nombre entier \ par conséquent, la formule (6) don- 
nera, pour une valeur convenable de Ar, 

Ir-I- z(G-f-2X-7r)= ^ " h i_- 

^ ' I 2 3 

Le second membre de cette équation s'annule pour p = o ^ il 
en est de même des quantités 1/' et 0^ celles-ci sont d'ailleurs 
des fonctions continues de p : donc le nombre entier k est né- 
cessairement nul, et Ton a 

(ii) lr-4-/ô= ^ i- h*— r 

12 3 

Si l'on égale séparément les parties réelles et les coefficients 
de i, que l'on remplace en même temps /• et 6 par leurs valeurs 
tirées des équations (9) et (10 }, on aura 

. X , / r p COSO) p'C0S2U p*COs3ft> 

(12) 1 Vl-+-2pC0S« -4-p'=r i- ^- 1- C _^ 

, ov * p sinw psin» p*8m26» p*sin3w 

(i 3 ) arc tang — ^- = ^- h ^ — . . . , 

^ ' ^^ 1 -i-pcosw 12 3 

et il faut se rappeler que le premier membre de l'équation ( 1 3) 

doit être pris entre les limites et -H - • 

* 22 

Si, dans les formules (12) et (i3), on change w en tt — co. 
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il viendra 

, ,, , / ûcosw p*cos2ft> p*cos3« 

(l4) IV'I-- ^pCOSwH-p'zr: — i^ ^ ^ ...» 

, ^, psino) psinu p'cos2w p*cos3w 

(i5) arc tang —^ = ^ h ^ h '-— . h 

^ ' I — p COSW I 2 3 

Ces formules (12), (i3^, (i4) et (i5) sont fréquemment em- 
ployées en Astronomie et en Géodésie. 

Remarque. — Il est très-important de remarquer que la 
formule (4) donne Texpression du reste de la série dans la- 
quelle se développe l(i -f- 2). Par exemple, si Ton fait n = o 
dans celte formule, il vient 

1(1 + .:=.^^, 
i-p 

ou, ce qui revient au même, 

(16) l(,4-3)=r:0— ?_, 

I— p 

B désignant toujours une expression imaginaire dont le mo- 
dule est inférieur à 1 . 

204. Développement de l'arc en série ordonnée suivant 
LES puissances DE LA TANGENTE. — Lcs sérics contcuucs daus 
les formules (i3) et (i5) sont convergentes, quel que soit w, 
pour toutes les valeurs de p inférieures à 1 5 si Ton fait, dans 
la formule (i3), 

, 7C 
W = _i_ - > p Smw rrr: Z. 
2 ^ • 

il viendra 

z 7? Z^ Z* 

(17) arctangzzr:-- 3--+-^- --;•••. 

formule qui a lieu pour toutes les valeurs réelles de z com- 
prises entre — i et -h i . Le premier membre doit être pris, 

comme on Ta vu, entre les limites ^ et H — ^ et alors il 

2 '?. 

sera nécessairement compris entre — ^ et 4- y Si Ton pose 

Z =z tangjT, 
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la formule (17) se transforme dans la suivante 
/ ft^ ^ ^angjr tang3.7- tang^^ 

qui subsiste pour toutes les valeurs de x comprises entre 
On a identiquement 



I 



arc tang z 4- arc tang - i^^ lii - 9 

un prenant les arcs entre les limites et H- - et en donnant 

au second membre le signe de z] d'après cela, si Ton change z 

en - dans la formule (17), on aura 

z 

{19) arctangz z=dz *- d-li — F". "^ 

Cette nouvelle formule subsiste pour toutes les valeurs de z 
comprises entre — 00 et — 1 ou entre -f- 1 et -|- oo ; le premier 

membre doit toujours être pris entre les limites et H 

En faisant z = tango:, on obtient 

, . , TT cot^j: cot*.r 

{20) X — =î= - — cot.r H ^— -h . . . , 

formule qui subsiste pour les valeurs de x comprisc^s entre 

et — -7» ou entre H- -r et H 

24 4 21 

Remarque, — L'analyse qui nous a conduit à la formule ( 1 7) 
suppose essentiellement que la valeur absolue de z soit infé- 
rieure à i^ mais, comme la série du second membre reste con- 
vergente pour les valeurs limites ±: i , la formule subsiste pour 
ces valeurs. En eiîët, supposons que rh z tende vers Tunité par 
une série de valeurs successives inférieures à i, les deux 
membres de la formule (17) seront égaux pour toutes ces va- 
leurs*, d'ailleurs chacun d'eux tend vers une limite détermi- 
née : donc ces limites sont nécessairement égales. 
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Calcul du rapport de la circonférence au diamètre. 

203. En faisant ^ = t dans la formule (i 8) du numéro pré- 
cédent, on obtient 

« i 1 I 

4 357 

cette série, que nous avons déjà rencontrée, converge très- 
lentement , et elle ne peut servir au calcul de ir ^ on peut ob- 
tenir, pour cet objet, des séries extrêmement convergentes. 
Posons, par exemple, avec Euler, 



4 



et 



on aura 



I 
tans a = -♦ 
1 



tangj— tanga ^ 

«ang^ = ^^ = 3; 

I H- tangj tanga 



et si Ton remplace a et b par leurs valeurs en séries tirées de 
la formule ( 1 7) du n° 204, il viendra 

4"" U"" 3T^^5T?~"*y "^ \3"~ 373^ "^5î3» *'7' 
On obtient des séries plus convergentes en partant de Tare a, 
dont la tangente est ^> et en opérant comme il suit. Soit 



on aura 





tanga = ~, 






tang2a = 


_ 2tanga 


= 


5 


I — tangua 


12 


tang4a- 


_ 2taQg2a 


■ = 


120 



/ 



/ 

} 

f 



/ 

/ 



Tn'g. S. J$ 



2Ç)0 TRAITÉ DE TRIGONOMÉTRIE. 

On volt que 4 ^ diiïère peu de j \ si Ton pose 



TT 



= 4^' — ^» 

il viendra 

tang^' = — ^-^ TT- = — -: 

I ■+- tang4^ 2139 

on a donc, en remplaçant a et i par leurs valeurs en séries, 

4 "^H^ ~ 375^ "^ O"» ~' • ' j ~ \^ "~ 37^ "^^ * V • 

Au moyen de cette formule on trouve sans difficulté cette va- 
leur de TT avec vingt-cinq décimales exactes : 

TT iz= 3 , 1 4 1 59 26535 89793 23846 26433 8 . . . . 

Euler a donné dans les Mémoires de V Académie des 
Sciences de Saint-Pétersbourg un grand nombre de séries 
du même genre que la précédente*, mais ce que nous avons 
dit est suffisant, et nous renverrons les lecteurs curieux de 
connaitre ces développements aux ouvrages que nous venons 
de citer. 

Formules relatives au calcul des logarithmes. 
Module des logarithmes vulgaires. 

206. Les formules (7) du n° 202, savoir 

. . X X^ .7^ 

subsistent pour toutes les valeurs positives de x inférieures 
à I, et en les retranchant Tune de Tautre on obtient 



\ -\' X I X .r' .r* \ 

I — X \i 3 5 / 
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Si Ton remplace x par -— dans la première formule, et par 
-rr; Y dans la troisième, il viendra 

j i(«+*)=iN+,[jJ-j + jjj^. + jj-i;^. +...] , 

et, en faisant 1i:=l\^ 

Ces formules sont employées pour le calcul des logarithmes 
népériens^ les séries qu'elles renferment sont très-convergentes 

lorsque les rapports — > -- sont de petites fractions. 

Si Ton multiplie les formules (i) par le module M des loga- 
rithmes vulgaires, on aura 

(h h^ h^ \ 



h^ 



5(2N + ^)^ 



...]. 



Pour que Ton puisse faire usage de ces formules (3), il est 
nécessaire de connaître le module M dont l'expression est 

1 10 

et Ton déterminera facilement sa valeur par le moyen des for- 
mules (1) ou (2). 

Effectivement la deuxième des formules (2) donne, en fai- 
sant N = I , 

(4) i2 = ^(^ + ^i^, + ~+...j; 
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la deuxième des formules (i) donne ensuite, en faisant 
N = 8 = 2' et h=:i^ 

(5) 1.0 = 31. + . (l-.^4- 5;--....), 

et Ton aura, en conséquence, 

Les séries qui figurent dans cette formule sont suffisamment 
convergentes 5 mais on peut en obtenir une infinité d'autres 
plus rapidement décroissantes. Par exemple, si Ton fait, dans 
la deuxième formule (i), N=4o96=2**, /2=4î N-|-A=4ioo, 
et, dans la deuxième formule (2), N = 4o = 2*Xio, il viendra 

14. + 2llO = ,.l. + 2(^+ 3-^ +...), 

l4i=lio + .l..+.(i^4-^ + ^+...); 

en éliminant 1 2 et I41 entre ces deux équations et Téqua* 
tion (5), on trouve 

/ 1 /il I \ 

l M V9 3.9' 5.9^ ) 

\ "" V2049 3.2049» "*/ 

Si Ton calcule chaque terme de la formule (6) ou de la for- 
mule (7) avec vingt-huit décimales, de manière à pouvoir en 

conserver vingt-cinq dans les valeurs de — et de M, on trouvera 

/ox 1 i^ = 2, 3025850929940456840179914..., 

(«; < al 

( M = 0,434294481903251 82765 11289 

Le module étant déterminé, les formules (3) pourront être 
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employées pour le calcul des logarithmes vulgaires; mais nous 
renverrons pour les détails à rînstruction placée en tête des 
Tables de logarîtlimes de Cdlet. 



Dév^eloppements des fonctions cos/nj: et sinm^ en séries 
ordonnées suivant les puissances croissantes de smjr. 

207. Les formules (i) et (a) du n'* 181, où m désigne un 
nombre entier, donnent les valeurs de cos ma et de sinma 
exprimées par un polynôme ordonné suivant les puissances 
entières et ascendantes de sina, ou parle produit de la mul- 
tiplication d'un tel polynôme et de cosa; les formules (i) se 
rapportent au cas de m pair et les formules ( a ) au cas de m 
impair* Les seconds membres des formules (i) deviennent 
des séries illimitées si m cesse de représenter un nombre pair^ 
la même chose a lieu à Tégard des seconds membres des for- 
mules (a), lorsque m n'y désigne plus un nombre impair» - 
mais il est facile de s* assurer que ces séries sont toujours 
convergentes. En outre ^ les calculs que nous avons exécutés 
pour établir les formules dont il s*agit, dans Fliypothèse de 
m pair ou dans celle de m impair, s'appliquent également à 
l'hypothèse contraire, pourvu que cosa soit positif, condi- 
tion qui sera remplie si Tare a est compris entre les limites 

— " et H ; la seule différence consiste eUfectivement en ce 

que, dans le cas où nous nous sommes placés au n^ IKl, nous 
n'avions à développer que des puissances entières du binôme 
I- — siu*a, tandis qu'ici les exposants de ces puissances auront 
le dénominateur 2. Mais chacune de ces puissances est, comme 
on l'a vu, développable en une série convergente dont les 
termes se succèdent suivant la même loi que ceux du déve- 
loppement des puissances entières; d'ailleurs le nombre des 
séries de celte espèce qu'on doit ajouter est essentiellement 
limité, et la formule de réduction du n'* 180 est générale; on 
arrivera donc nécessairement aux mêmes résultats en opérant 
de la même manière dans le cas de m pair et dans celui de 
m impair. Par conséquent les deux systèmes de formtdes (j) 



294 TRAITfi DE TRIGONOMÉTRIE. 

et (2) du n° 181 peuvent être employés indifféremment, quel 
que soit l'entier m, pourvu que Tare a reste compris entre les 

limites et H — • On a donc, en réunissant la première 



formule (i) à la deuxième formule (ti), et en écrivant x au 
lieu de a^ 

m. m . (m-\-i\m,m[m — 2) . ^ 

cos/wx=i sm'orH- ;r-^7 sm^o: — . . ., 

1.2 1.2. 0.4 

/ X / . m , (m -{- i) mfrn — i) . , 

( i) ( sinmx = — sm:r — ^— sm^^r 

^ ' 1 I I .2.3 

(m -f- 3) f 771 ■+• m (m - i) ^m — 3 ) 

H . sm X — . . . , 

I .2.3.4.0 

pourvu, nous le répétons, que m soit un nombre entier et que 

X soit compris entre et H 

^ 22 

Cela posé, je dis que les formules (i) subsistent pour toutes 

les valeurs réelles de m, si l'arc x reste compris entre les 

limites et H 

2 2 

En effet, désignons par 9 (m) la somme des seconds mem- 
bres des formules (i) multipliés respectivement par 1 et \/ — i 
ou /; représentons aussi par cp(mi) et (f (m-h/^'i) les résultats 
que Ton obtient en remplaçant, dans ^(m)^ in par /r/i et par 
m -;- nii. Les quantités (p (m), cj> (mi), cf (m H- tt?,) étant ordon- 
nées par rapport aux puissances croissantes de sino: seront des 
séries toujours convergentes, et cette convergence ne sera pas 
altérée si l'on remplace chaque terme par son module^ il s'en- 
suit que, si l'on multiplie entre elles les séries représentées 
par <f{m) et y (//ii), et que l'on ordonne le produit suivant 
les puissances croissantes de sinx, on obtiendra une nou- 
velle série convergente dont la somme sera ç(m) y(/Wi). Mais, 
lorsque m et m^ se réduisent à des nombres entiers, on a 

(2) (f{m)ff(m^) ~ (p(m -f- m,), 

car, dans ce cas, les équations (i) ont lieu, et l'on a 

tf (m) = tf'"", y (/n.) =:e''"i'; 
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donc les coefficients des mêmes puissances de sinx sont iden- 
tiquement égaux de part et d'autre. Ces coefficients sont des 
fonctions entières de m et de m, , et de ce que leur égalité existe 
pour toutes les valeurs entières de m et de /Wj, on peut con- 
clure que la même égalité subsiste, quels que soient m et mi\ 
il suffit effectivement de répéter ici le raisonnement que nous 
avons fait au n** 180 à l'occasion d'un cas semblable. L'éga- 
lité (2^ ayant lieu identiquement, on en conclut 

quelles que soient les v quantités m, w, , . . . , /w^.,, et, dans 
le cas où ces quantités sont égales entre elles, on a 

[(p(/7i)]- = (p(mv). 

Si l'on fait m= -•, fi étant un nouvel entier, cette égalité 
devient 

donc 

A" désignant un certain nombre entier, qu'on peut supposer 
inférieur à v. Or y ( - j se réduit à i pour a: = o : donc alors 

l'entier k est nul 5 il s'ensuit que l'on a constamment Ar = o, 
car les seconds membres des formules (i) varient d'une ma- 
nière continue quand x croit de à H Ainsi l'on a 

^ 22 

(f (m) = cosmx -f- / sinmx, 

lorsque m est égal à une fraction rationnelle -• et il s'ensuit 

évidemment que la même formule a lieu encore si m est un 
nombre incommensurable. 

On voit d'après cela que les formules (1) subsistent quel que 

soit m,poiu* toutes les valeurs de j: comprises entre et 4- - • 



agS 
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Dépeloppement de la fonction arcsio^ en série ordonnée 
salivant les puissances entières de z. 

208. Les formules (i) du numéro précédent peuvent s'écrire 

comme il suit : 






3.5. 



I , ., sin*a! 



'•3, ., / »i'\ sin'.»* 

Les seconds membres de ces formules sont des séries con- 
vergentes quel que soît m-, en outre, dans chacun des termes 
de ces séries, le produit des facteurs qui dépendent de m se 
réduit à i pour m ^= o^ lors même que le nombre de ces fac- 
teurs devient inâui^ ainsi qu^on le reconnaît immédiatement 
en se reportant aux formules [i) du n** 187. On a donc pour 
m ^o 



1) 



3 2 

2 3 



(jin — ^2) sin'".»" 



3.5, , .[in — ïj n 
1.3, , .(sn — r) sln''»+'j 



2.4* * '^'' a/2 -i-i 

Ces formtdes^ qui subsistent pour toutes les valeurs de x com- 

pHses entre — — et -h ^ ? font connaître les développements 

de Tare x et de son carré en séries ordonnées suivant les puis- 
sances entières de sinx* 

On parvient encore aux résul tats précédents par les eonsi'* 
dérations suivantes. Les premiers membres des formules (i) du 
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n° 207 peuvent être développés en séries ordonnées suivant les 
puissances entières de m : donc les seconds membres peuvent 
l'être aussi de la même manière. Les formules dont il s'agit 
étant ainsi préparées, si Ton égale de part et d'autre les coef- 
ficients de m et ceux de m', on retrouvera les équations (i) 
que nous venons d'obtenir. 

Si l'on remplace x par x dans la deuxième formule (i), 

il vient 

, . rr I COS*j: 1.3. ..(271 — l) COS^""*"*^ 

<2) a:=i cosor . ... ,- -' ; h...; 

1 2 3 2.4««'2/ie 272 + 1 

cette formule (2), qui donne le développement d'un arc en 
«érie ordonnée par rapport aux puissances de son cosinus, 
exige que x soit compris entre zéro et r. 

Enfin si l'on remplace x par arc sin^, dans la deuxième for- 
mule (i), et par arccos^, dans la formule (2), il viendra 

12» I.3...(27ï— l) Z»«+» 

arc smz = z H — t -H . ' ^ 



2 3 * * * 2.4- . .271 2 71 -I- 1 

f3) l 

^ M TT I Z» I.3...f27l — l) Z»»+' 

arccosz = z — — ... -^ ; 1-. . . . 

2 2 3 2.4. • -271 27I + I 

On obtient des résultats numériques qui offrent quelque inté- 
rêt en faisant j:= --9 = ^9 = 7? dans les formules (i). 
430 

Dés^eloppement des fonctions logsinx et logcosj: en séries 
ordonnées suis^ant les puissances ascendantes de x. 

209. D'après les formules (i) du n° 187, si Ton désigne les 
logarithmes népériens par la caractéristique 1, comme nous 
l'avons fait jusqu'ici, et que l'on pose 



(0 



les quantités R„ et R), tendront vers zéro quand n tendra vers 
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rînfjni. Or, pour toutes les valeurs de z comprises entre — i 
et -h I , on a 



K' 



0: 



donc les logarîtljines, en nombre limité^ qui figurent dars la 
première équation (i) seront développaJîles en séries ordon- 
nées suivant les puissances croissantes de x pour toutes les 

valeurs de celle variable comprises entre — -et 4- -, pareil- 
lement les logarithmes qui figurent dans le second membre de 
la deuxième formule seront développables de la même ma- 
nière pour toutes les valeurs de x comprises entre — ir et H- tt. 
Si Ton forme ces développements et que Ton fasse tendre 
ensuite n vers Tin fini, on obtiendra les valeurs de log cosx cl 
de logsinx en séries infinie^i. Or il est aisé de voir que le 
calcul qu*il faudra exécuter est de tout point semblable à celui 
que nous avons développé au n^ 192 pour obtenir les séries 
qui représentent les valeurs des fonctions tan g x et col a:. Le 
calcul relatif à — log cosx ou à log sinx — lt>g^ diffère seule- 
ment de celui qui se rapporte à tangx ou k cotx — - en ce 

que les exposants de x sont augmentés d'une unité-, et que 
les coefGeients sont divisés par Texposant de x^ circonstance 
dont le Calcul différentiel donne la raison. D'après cela^ on 
peut écrire immédiatement les deux formules 

j . B, .t' 

\ il. 2 ffî.2.**5./t 

Bj, Bi, . - * , Ba, * - < désignant ici, comme au n^ 192, les nom- 
bres de Bernoulli, En retranchant la première formule de la 
deuxième, on obtient 



[lcosj(?=- 



\ ^ r r -^ 



(3) 



1 lang j- ^^ 1^ -H a' (2 — t) — — h 



B« 



^^î.j2Ïi.^._ i)^ 
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La premîère formule (2) et la formule {^) subsistent pour toutes 



TT TT 



les valeurs de x comprises entre et -h -3 la deuxième for- 

^ 22 

mule (2) peut s'étendre aux valeurs de x comprises entre — tt 

et -h TT. Le cas de x négatif n'introduit point d'imaginaires, 

car nos formules ne renferment en réalité que les seuls loga- 

ritlimes 1 coso:, I -^ I — —9 qui restent réels quand x est 

négatif. 

Si Ton remplace les nombres Bi , Bj,. . . par les valeurs 
que nous avons obtenues au n*' 193, il viendra 



1 COS;r r 


- — 


2 


— 


12 


~45 


— . . . 


1 siil^ = 


rrl.r 


— 


"6 


— 


.X* 

180 


2835 


1 tango: = 


= U 


_j- 


1 


+ 


3o ^ 


62 .r« 
2835 



i 

210. Les formules (2) peuvent être employées pour la con- '^ 
struction des Tables des logarithmes des sinus et des cosinus. 

Si l'on y fait x= - -? qu'on les multiplie par le module M 

des logarithmes vulgaires et qu'on y introduise, au lieu des 
nombres de BemouUi, les sommes S ou S' liées à ces nom- 
bres par les formules (8) du n*^ 192, il viendra 

logcos^-9o»)=:-M(^S,--4--S,-+5S.--f-...j, 

log sin f — 90** I = log — h logm — log/2 

_Mfls';^+-^S',^+^S'.^+...V 
\2' ^ /I* 11,2* * n* 6,2^ ^ n^ I 

la caractéristique log exprimant des logarithmes vulgaires. On 
aurait obtenu des séries plus convergentes si l'on avait con- 
servé dans les formules (i), sans les réduire en séries, les loga- 

rilhmes de i — -— et de i -^ quantités qui se réduisent ici 
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à I — ^ — et I — -j-—^ -, les développements de ces logarithmes 
sont 

, / Tn}\ „ Im} i m* i m* \ 

log I rrr- M — H 7^-ô-T+---' 

\ /î* y \n' 7. n* 3/2* / 

et, sî Ton retranche ces équations respectivement des deux 
précédentes, il viendra 

log cos ( — 90® I 

= log(n + m) H- log(7z — m) — slog/ï 

-m|_(s,-,)-h--(s,-.)- + 5(s.-,)- + ...J, 

logsinf^go^j 

TT 

— ■ log ô -+- logm -f- log(2« + m) H- log(2/z — /») — 3 log/z 

„ r I ,^, .m' I . . ,/?2* I . , .m* "1 

-M[^(S;-.)^-f-^(S;-,)-+— ^S'.-.)-+...J. 

Ces deux formules sont très-commodes pour l'objet que nous 
avons en vue -, en les retranchant Tune de l'autre, on aurait la 

valeur de log tang ( — 90** | y que nous nous dispensons d'écrire. 

Si Ton calcule les coefficients numériques des formules 
précédentes avec vingt décimales, on obtiendra les résultats 
suivants : 

log cos f - 90* j =log(/2 — w)-+-log(/2-+-/w) — alogw 



m 



— 0,10149485934189280353 -7 



n' 



m 

— 0,00318729406545107231 -j- 

772* 

— 0,00020948580001741893 — 5- 



/7I* 

— 0,00001 68483 48598 3o;43 -j- 

— 0,00000 14801 93986 89554 -^ 

— 0,00000 01 365 02272 22565 — Y5 
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3oi 



— 0,00000001298171473773 -^ 



— 0,000000001261471 l53ll -77 



— 0,0000000001 24567 12069 -77 



— o ,00000 00000 12455 90006 -^ 



— 0,00000 00000 01258 i4a24 -T7 

n 



— 0,000000000000128 i43o4 -54- 



— o , 00000 00000 000 1 3 1 4283 —^ 



— 0,00000 00000 0000 1 35726 — 



— 0,00000 00000 00000 14062 ' 



— 0,00000 00000 00000 01 465 -rr 



' 0,00000 00000 00000 001 53 -=r 



— 0,00000000000000000016 -r-r 



logsin f — 90" j = logw -*- log (2/î — m) -h log(2/2 -h w) — 31ogAï 
-t-T,594o5 98857 02190 26861 



— 0,07002 28266 05901 92014 -j 



— 0,00111726644166184613 -y 



-0,00003922914645391834 -7- 



-0,00000 17292 70798 36o59 -|- 



— 0,00000 00843 62986 29875 -jô" 



■ o , 00000 00043 487 1 5 5o 1 80 -jT* 



-0,00000 00000 00702 67969 -,— 



■ 0,00000 00000 00039 51077 -35- 



— 0,00000 00000 00002 24455 — r- 

— 0,00000 00000 00000 12858 -zr 



■ 0,00000 OOOOQ 00000 00738 -:^ 



— o ,00000 00000 00000 00043 -rr 



— ,00000 00002 3 1 93 1 2 1 4 10 -77 i — o ,00000 000000 0000 00002 -TT- 



— 0,00000 00000 12659 07465 -j^ 
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Dév^eloppemenls eu séries ou en produits bifinis des 
fonctiom circulaires de variables imaginaires, 

21 1 . Les formules qui expriraent les fonctions cosx et sînjF 

par des produits infinis do facteurs linéaires ne sont pas bor- 
net*s au st^ul cas où l'arc x est réel; ces formules subsistent, 
au contraire, quel que soit jc. Il eu est de même des formuJes 
qui expriment les valeurs des fonctions tangx^ cot,r, sccjt:, 
coséc.7*, décomposées en une iniinUc de fractions simples* 
Enfin les séries ordonnées par rapport aux puissances entières 
et ascendantes de ^j qui représentent les fonctions tangx, 



cot^, secx, cosecx, 



dans 



le cas ou a: a une valeur recUt^ 



.Ut 



comprise entre des limites convenables, ne cessent pas de 
représenter les mêmes fonctions quand jr devient imaginaire, 
pourvu que le module de celle variable reste inférieur a la 
limite qu'elle ne doit pas dépasser lorsqu'elle est réelle et 
positive. 

Nous allons établir ici ces diverses formules par des dé- 
monstrations nouvelles, qui s'appliquent indifféremment au 
cas où la variable est réelle et au cas où elle est imaginaire; 
ces démonstrations reposent snrlelemme suivant : 

Lemme* — iSi l'on désigne par ql un arc réel compris antre 

zéro et -t et par z tme variable réelle on imaginaire dont le 

module soit inférietu^ à ol. le module du rapport — -^— sera 

^ ^^ lang« 

inférieur au module de - • 
•^ a 

En efiet, si Ton pose 



; ^ r -^iy, 



ou aura 



Uxi^^z _ tang (,r -\- ijr) tang f Jf — / r ) 



taiig^ 



IH- 



' — e-^r) 






tang'iT 
tang* a ^ 



tang'.î: 
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or, le module de z étant, par hypothèse, inférieur à a, ou a 

x^<' cf}. et, d'après le lemme du n® 186, — %-- <^ --; on a 

^ ' ' ^ ' tang* a ^ a» ' 

d'ailleurs 

y' . 



J_<J. et f ^-^"" V^rM 



H- 



I .2.3 



^ ^ ^ ^ 1-4- -^^ h. . 

1.2 

donc 

, tanfîr'3 ^ .r' -+- r^ tanffz ^ , z 

mod — ^^ — <r ^— ou mod — 2_ <^ ^od -• 

tangua a' tanga a 

ConoLLAiRE. — Les mêmes choses étant posées, si le module 
p de z est inférieur à -^^ on pourra écrire 

^ tang'z _ ^^o ^ tixïï^^z — ^^ P\ 

tangua ' tang'z — tangua " j} 

en représentant par e la base des logarithmes népériens, 
par B et â des expressions imaginaires dont les modules sont 
inférieurs à l'unité. 

En eliet, d'après la formule (i6) du n° 203, on a 
, , modHîLg'i 

tangua 

pourvu que le logarithme népérien qui figure dans le premier 
membre soit pris de manière que la valeur absolue du coef- 
ficient de i soit au-dessous de -• Or, d'après notre lemme, le 
second membre de l'inégalité précédente est inférieur à la 

t 
fraction ^\ d'ailleurs, conmie nous supposons ^ < -» 

cette fraction est plus petite que i, et elle augmentera si 
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ron ajoute ^ à chacun de ses termes^ elle est donc inférieure 






tan*'' z 
Le module du logarithme népérien de i ^ étant 

inférieur à -y j ce logarithme est égal au produit de -~- par 

une expression imaginaire 6 dont le module est inférieur à i ^ 
on a, en conséquence, 



tinff' z 

i — = e 

tang-'a 



.0?; 



En second lîeu, comme le module d'une somme de deux 
parties est au moins égal à la diiïérence des modules des par- 
ties (162), on a 

mod /^"^^ , < ^"^^ 



tang'a — tang'2 *" tang^z 

tangua 

et, d'après notre lemme, le premier membre de cette inégalité 

fi 

sera, à plus forte raison, moindre que ~ et que -^• 

Si donc on désigne par ^ une expression imaginaire dont le 
module est inférieur à i , on aura 

to"g'^ ^ ^3- pV 
tang-a — tang^z a^ 

212. Les formules relatives à l'addition des arcs s'appliquaut 
aux arcs imaginaires comme aux arcs réels, toutes les for- 
mules qui se déduisent de celles-ci acquièrent la même gé- 
néralité, ainsi que nous en avons déjà fait la remarque. Il 
s'ensuit que les formules (i), (2), (3), (4) du n** 185 sub- 
sisteront si l'on y remplace l'arc réel x par une expression 
imaginaire z d'un module quelconque f. Cela posé, considé- 
rons les formules (3}, où m désigne un nombre pair; dési- 
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gnons par n un nombre pair quelconque, assez grand cepen- 
dant pour que — ^ soit supérieur à jO y/â , et prenons m^n\ ou 



pourra écrire 



cosz = ces'" —1 I 



(0 




. z 

tane' — 

m 



tang^ 



("-0 



im 




tang' — 
m 



tanff' 

° 2 m y 



(i — «-..».), 



z 
1 



8inz = cos"' — ./wtanff— I i — 



en (losant 



tang' 
. an 






r — !«., — 



tang' — 
2m 



I — Iw,» ::= I I — 



tang* — 

2/W, 



I — 



tang»- 



tang' 



,(?*-')^ 



tan« 



/yz 



, (m — 2)7r 



D'après le corollaire du Icnime établi plus haut, les loga- 
rithmes népériens des expressions i — e„,^„ et i — x„,^„ ont 
pour valeurs 

1(1— ■^m.n) — -' - -;-'••/ ; 1 +...+ , -,, » 
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en désignant par 0„, 6„+i , . . . des expressions imaginaires 
dont les modules sont inférieurs à i. Or les modules des 
sommes entre crocliets sont inférieurs aux sommes des mo- 
dules de leurs parties; ils seront donc respectivement infé- 
rieurs aux sommes S„+i et S„ des séries infinies 



S ---' — 



dont la convergence a été établie précédemment. On aura, 
par suite, en désignant par X„ et X„^i des expressions imagi- 
naires dont les modules sont inférieurs à i , 

Supposons maintrnan'- que, l'entier n restant constant, on 



fasse tendre m vers Tinfini; le produit mtang— ou 



z 

tans:-- 

z ^ m 



m z 

m. 



se réduira à z pour m = co \ pareillement les rapports de deux 

tangentes qui figurent dans les formules (i) auront les mêmes 

limites que les rapports des arcs correspondants-, enfin le fac- 

/ . z X" 
/ 2sm' \ 

leur cos"* — =\ i '■ — / se réduira à Tunité, comme 

m \ m / ^ 

dans le cas de z réel, d'après la proposition démontrée au 
u° 198 {Remarque), Si donc on désigne par e„ et in„ les limites 
de e„,^„ et de yi^^„, les formules (i) deviendront, pour m :^ oo , 



1 cosz 

(3), 

sinz 
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et Ton aura ensuite, par le» formules (2), 

l„^i et )v„ désignant toujours des expressions imaginaires dont 
les modules sont inférieurs à i . 

Mais les sommes S„ et S^+i ne sont autre chose que les restes 
des séries convergentes 

III III 

ces restes tendent vers zéro quand n augmente indéfiniment^ 
on a donc 

|„ m O, r.„ = O, pour /? — t 00 . 

Par conséquent, si Ton fait tendre n vers Tinfini, les for- 
mules (3) deviendront à la limite 

^^^ i-'=(-^)(-^)(-£)- 

et, en remplaçant z par iz^ dans ces formules (5), on aura 

Si Ton pose z = j: H- /j^, les premiers membres des for- 
mules (6) se réduiront respectivement à 

c^-\-e-' e*— e-* . c'—c~'' (f ^- c'-' . 
cosr H- / siii r, — cosr ~\- i — — sinr» 

d'où il suit que ces expressions sont décomposables en un 
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produit d'une infinité de facteurs linéaires, et la même chose 
a lieu en conséquence à Tégard des carrés de leurs modules, 
carrés qui ont respectivement pour valeurs 

i [é^ -^ e-^ \ I fé*' -*- e-^' \ 

- [-—^ -i- COS^r j , ~ [-—^ C0S2JJ . 

Les formules (6) prennent une forme plus simple quand on 
écrit —- au lieu de z\ on trouve ainsi 






=(— )(-l)(-â)-' 

\ HZ \ 4/ \ i6/ \ 36/ 

213. Les formules (3), (4), (5) et (6) du n° 189 subsistent 
quand on remplace l'arc réel a: par une variable imaginaire z 
d'un module p quelconque. Si donc on choisit, comme précé- 
demment, un nombre pair n tel que — soit supérieur k pyf^^ 

et que Ton prenne ensuite pour m un nombre pair supérieur 
à 72, les formules (5) du numéro cité donneront 

Uangz=tang;i4-j(cot^^-^tang^) 

r ^"8^^ *^"S'J 1 

I tang' tang*- tang'^ ^ tang*- 1 

L ° 2//Ï ^ m ^ lin ° m J 

(0 { f 'X ^z z\ 1 / z z\ 

coiz= ( — cot tang— ) (rot htang— ) 

\//f m °/;/y m \ m mj 

• tang'^-tang'i"*"""^tang'^iî=:^-tai.s'= ^'''"•" * 
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en posant 

tang» — tang» — 
m ^ m 

*m,n — 7 ;; r- f- . . . H -. ; , 

tang» ^ ^ tang» — tang» ^ tang» — 

tang»— tang» — 
m ^ m 



tang» - — tang» — tang» ^^ ^ tang» — 

^ 2m ^ m ^ am ^ m 

D'après le corollaire du n*^ 2il, on peut écrire 

"'" ■ TT» lin -f ,)^ "^ („ 4- 3)' •••■*■ (m - f )»J ' 

_Bp»rô^ 0^^ ô«_, n 

^Mj^n+n • • • étant des expressions imaginaires dont les modules 
sont inférieurs à i. En reproduisant ici sans modification le 
raisonnement dont nous avons fait usage au n*^212, on parvient 
à mettre ces valeurs de e„,„ et de >}„,„ sous la forme suivante : 

S„ et S,^.! ayant la même signification qu'au numéro précé- 
dent, et X„, )„^, désignant encore des expressions imaginaires 
dont les modules sont inférieurs à i . 

Le nombre n restant constant, si Ton fait tendre m vers 
l'infini, les formules (i) donneront, en désignant par e„ et m^ 
les limites de e^,„ et iQw,»^ 

tang. = -- — + . . . -H --^^,— + - ... 

(3) \ 

\ l 7.Z 23 2 

I COtZ = ; r — ... — >., V -iz ^ - »«t 

f Z 7r»-z» r (^-a)ir l» ^, z 
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et l'on aura toujours par les formides (2) 

( 4 ) */i ==^ — r ^«-Hi ^n-hi > ïî» ^= ^n S,! . 

Si maintenant on fait tendre le nombre n vers Tinfinî, les 
quantités 6„ et y)„ tendront vers zéro, et Ton aura, à la limite, 

f' 2Z O.Z 

-r- • • • ï 



(5 

2Z 



(i)'- (ï)'- 



cotz = 



z it^—z" (27r)' — z» 

De ces formules on peut déduire, comme nous l'avons l'ait au 
n*' 191, dans le cas de z réelle, les deux autres formules 

I 'y z o z "y z 

COSéCZzzz: > -H -^-—^ ^- -(^y^-z^ -^' (37r/.-z' ~ * ' *' 

(6) { , TT Stt StT 

sec z r 



(=)•-•• (¥)•-=■ (^)'- 

qui ont lieu en conséquence, ainsi que les formules (5), pour 
toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z. 

Si l'on remplace z par iz, les formules (5) et (6) prennent 
la forme suivante : 



/ e;_~- e-" 


- -+- z' — -î- z' 

v^y V 2 / 

I 2Z ?.Z 

- 4. . 1 , ! 


ï)^ 


1 e* -_ e-* 
2 


~"Z ' TT'-i-z' ' (27r)'-^Z' ' '••' 

l 2Z 2 3 '?.Z 




2 


"~z 7r»4-z-^ ^ (27r)2-t-32 (37r)'+z' 
TT 37r . Stv 



(;)•- (¥)'- ■ (ï)'- 



\ 

214. La méthode dont nous avons fait usage au n° 1 92 pour 
obtenir les développements des fonctions tangx et cotJ? en 
séries ordonnées suivant les puissances entières et ascen- 
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dantes de x consiste dans une simple transformation des for- 
mules (5); celles-ci ayant lieu quelle que soit la variable x, 
les raisonnements du n° 192 s'appliquent sans modification 
au cas d'une variable imaginaire. Ainsi Ton a les deux for- 
mules 

z "* 

tang2r=2'(?.'— l)B, h 2*(2<— l)B: 



1.2 ^ ' 1.2.3.4 

(8) -H2»(2«-.)B„— - + ..., 



I . 2 . . . 2/{ 



-2JI+1 



î Z «=" 

cotz= — 2»B, ... — 2^'»B«— — -H..., 

z 1.2 I • 2 ... 2/2 

qui subsistent, la première pour les valeurs de z dont le mo- 
dule est inférieur à - et la seconde pour les valeurs de z dont 

le module est inférieur à tt. En changeant z en - dans Ja 
deuxième formule, on obtient, comme au n** 192, 



(9) I cot-.— B, hB, - ^ ->-!-... 4-B, h.... 

2 2 1.2 1.2.3.4 1.2...2/Z 

Dans ces formules (8) et (9), Bi, B„ . . . désignent, comme 
précédemment, les nombres de Bernoulli. Par le changement 
de z en iz, les formules (8) deviennent 



-H. . 



-\-c-* ■ ^ '1.2 ^ ' 1.2.3.4 

(10) 



-2/4-1 



-{-(— l)\22"(2*«— l)B„ 

^ ' ^ ' 1.2. . .2/2 



U^ -4- ^ ~' I 2 z' 

[e-* — ^~* z 1.2 1.2.0.4 

H- (— i)'»-'2'«B„ 



1.2. . .2« 

la formule (9) devient, par le même changement, 



^ ' 2 r -r 1.2 1 .2.3.4 
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mais le premier membre de cette formule (ii) est égal à 

Z Z 1 ^ . 

H — : on peut donc écrire 

^ 6?» — I Z 2 1.2 1.2.3.4 1.2. ..2// 

formule dont on fait un fréquent usage en Analyse et qui sub- ' 
siste pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur . 
à 27r. 

Enfin l'analyse développée au n° 195 s'applique aussi, sans 
modification, au cas d'un arc imaginaire, et Ton a 

l cosécz— - -f-(2'— 2)B, }-...-f-(22"— 7)B„ h..., 

\ z ^ ' \.1 ^ ' 1.2. ..2/2 

f sécz=z I H- C, hC, ^—7 -f-...-f-C„ f-..., 

\ 1.2 1.2.3.4 1.2. ..2/2 

Cl, Cî, . . . désignant ici les mêmes nombres qu'au n° 195. 
La première des formules (i3) exige que le module de z soit 

inférieur à tt, et la seconde que ce module soit inférieur à -• 
En changeant z en iz, ces formules deviennent 

' 2 I , . .^ z 

r= (2^ — 2 B, f- . . . 

é^ — e~* z ^ 1.2 



-f-(-l)«(2»"— 2)B„ 



Jn— I 



I . 2 ... 2 /2 

(■4) i 

2 Z^ Z* 
— — ; - = I Cl \- Cj i^ 7 * • I 

e* -i- e~' 1.2 1.2.3.4 

(-i)"C» 



\ ^1.2.. .2/2 
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CHAPITRE YL 

DE LA RÊSOLUTIOiN DES TRIANGLES PAR LA VOIE DES SÉRIES 
ET DES FORMULES TRIGOKOMÉTRïQUES DIFFÉRENTIELLES. 



Sur fa manière d 'exprimer les angies dans le calctiL 

215. Les niLUliodes que nous avons exposées dans les Clia* 
pilrt-^s III et IV, pour la solution des divers problèmes de la Tri- 
gonométrie reculigue ou spliériqué^ ne laissent rien à désirer 
sous le rapport de la rigueur^ maïs il est des cas où il peut 
être plus simple et plus avantageux de substituer des pro- 
eédés particuliers aux méthodes générales, soit pour abréger 
les calculs, soit pour obtenir des résultats plus précis et plus 
indépendants de Terreur des Tables. Nous nous proposons^ 
dans ce Chapitre, d'examiner les cas les plus importants; les 
solutions que nous présenterons reposent toutes sur Feniploi 
des séries. 

216- Les angles sont exprimés dans le calcul, soit par les 
degrés, minutes et secondes qu'ils contiennent, soit par les lon- 
gueurs absolues des arcs qui les mesurent, ces arcs étant pris 
dans le cercle dont le rayon est i. On a souvent besoin, dans 
les applications de la Trigonométrie, de passer de Tune de 
ces expressions a l'autre^ nous allons indiquer ici la manière 
dont on eOectue habituellement cette transformation. 

Soient je la longueur d'un arc qui mesure un certain angle, 
et X* le nombre entier ou fractionnaire de secondes contenues 
dans cet angle 5 il est clair que x est égal a x' fois Tare de i'', 
et Ton a 

jr=:.îr'X ïirci"; 

maïs, comme Tare de i'^ diilere de son sinus d'une quantité- 
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plus petite qu'une unité du quatorzième ordre décimal, il est 
permis dans les applications de substituer ce sinus à Tarcyel 
l'on écrit 

.r z= x' sin I " ou ne' = -; — - . 



Supposons, d*après cela, que dans une formule figure un 
angle x évalué en parties du rayon \ si Ton veut faire que cet 
angle soit évalué en secondes, il faudra remplacer x par x' sin i'', 
ou simplement par x sin \" en supprimant Taccent. Au con- 
traire, si Tangle x se trouve évalué en secondes et qu'on veuille 
faire qu*il soit évalué en parties du rayon, il faudra rempla- 



cer X par 



sm I 



Tableau des forniulcs ifui expriment les dé^eloppetnentA 
des fonctions circulaires en séries. 

217. Nous rassemblons ici celles des formules établies dans 
le Chapitre précédent, dont Tusage est le plus fréquent dans 
les solutions tri gonomé triques. On a en premier lieu les six 
formules suivantes : 



(') 



sma: = .T ~ -I . • . î 

b 1 20 



COS.r z= J 1 7 '- h . . 

2 24 7^" 



I .T .r.^ 2.r* 

secx z= 1 H 1 -.- H 1- . . . , 

2 24 720 

I .T n .?•' 3 1 X* 

cosecr — - -\- — -^ i-r- 4- -^ h . . . 

X o 3oo i5i20 



qui donnent les lignes trigonométriques de x en 'fonction de 
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cet arc, et en deuxième lieu les deux formules 

sin'a: 3sin*.r 

i X — sm.r -\ -^ h —, h . . . , 

, \ * 6 4o 

(2) i 

J tane*.r tang*^ 

/.rr=:tang^: ^ \ 1 .... 

qui font connaître Tare x en fonction de son sinus ou de sa 
tangente. 

Dans les formules (i) et (2), Tare x est évalué en parties du 
rayon 5 si Ton veut qu'il soit exprimé en secondes, il faut 
écrire x sin i" au lieu de x, 

218. Nous avons vu au 11° 203 que, si les quantités et r sont 
définies par deux équations de la forme 



(3J tangos- , / =z= i/i -t- ?.pcosw-t-p% 

^ ' ^ I -4- p cosw ^ , r r ' 

on peut calcule*' Tangle et le logarithme népérien de r par 
les formules 

p sin&> p'sin2&) p*sin3w 

- — - h — ^ . . . , 

pcosw p^cos2w p'cos3w 

12 3 

qui seront d'autant plus convergentes que p sera plus petit, et 
qui subsistent tant que p est inférieur à i. Pour le calcul il 
faut multiplier la seconde formule par le module M des loga- 
rithmes vulgaires 5 il faut en outre remplacer OparOsini'^, 
dans la première formule, ce qui revient à diviser le second 
membre par sin i''; alors, tant qu'on doit se borner à un petit 
nombre de termes, il est permis d'écrire sin 2''', sin 3",. . . , au 
lieu de 2 sin \"^ 3 sin 1'', . . . , et l'on a ainsi 

psinw p'sin2w p*sin3w 

, sini" sin2'' sin3'' ***' 

(4) < 

i , ,, /pcosw p*cos2w p*cos3w \ 
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Si Ton change w en i8o° — w, les formules (3) deviennent 



smc 



(5) tancrô = — "^ ? r = vï — 2pcosw-4-pS 

^ ^ ^ I — p ces» ^ ^ 

et, en faisant le môme changement dans les formules (4), on 
aura, pour calculer les valeurs de et de logr, 

I psinw p'sin2o) p'sinSw 

\ "^ 1^" "^^ IhiV'^ "^ sinS'^ "^ • * • ' 

(6) 

i , ,î /p cosft) p'cos2w p*cos3w \ 

( i„g.:=_ M ^t-^ + p-^ + e-^— +...). 

Enfin on a très-fréquemment l'occasion de calculer un 
angle x déterminé par une équation de la forme 

(7 ) tang.r — tanga, 

I — m 

où la quantité donnée m est supposée comprise entre — i el 
-4- I . On a 

, , taneo: — tanga 

tang ^ — a; =r 5 Ë_, 

^ I -h tangar tanga 

et, en remplaçant tango: par sa valeur tirée de Téquation pro- 
posée, il vient 

, , /n sin 2 a 

tang(.r — a) = , 

^^ ' I — mcos2a 

équation semblable à la première équation (5) ^ on aura donc, 
en appliquant la première formule (6), 

.^^ sin2a ,sin4a . sin6a 

(8) xz=cL-^m—. — ,,-{-m}--. — - -f- m' . ^,, -f- . . . . 

^ ' sin i" sm2'' sm3 

Cette dernière formule a été établie directement par Lagrange 
dans les Mémoires de V Académie de Berlin pour 1776. 

Des triangles rectilignes dans lesquels deux angles 
sont très-petits. 

219. Problème I. — Résoudre un triangle rectiligne, con- 
naissant le côté c et les angles A e^ B supposés très-aigus. 
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Les angles A et B étant très-aigus, on peut prendre 
sinA = A — ^ A3, sinB =zB— ^B\ 

D D 

sinC:r=sm(A-hB) = A-4-B— i(A-f-Bj»; 



, - ^ csinA , csmB , . , 

les formules a = - .—z, » b = t—— deviennent alorf 
smC sinC 

cA I — tA^ 



""A-4-B I — l(A-f-B)» 



,= 1B_ .-^A^ 



A-l-B I— |(A+B)' 

effectuant les calculs indiqués et négligeant partout les termes 
du quatrième degré en A et B, il vient 

cA / 2AB-i-B»\ , cB f A*-t-24B\ 

d'où 

a •+■ b — c=-c. AB ; 

2 

ces valeurs sont exactes aux termes près du quatrième ordre 
en A et B. Les angles A et B étant donnés en secondes, il faut 
écrire pour lu calcul 



''"'À'+B 



/ 2AB-4-B' . , „\ 



, cB / A'-f-2AB . , „\ 

A-4-B \ 6 / 

chacune des parties de a et de b devra se calculer séparément 
par logarithmes. 
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220. Problème II. — Jiésoudre un triangle' rectiligne, 
connaissant deux côtés a et h avec V angle compris C sup- 
posé très-obtus. 

Posons C = i8o" — 0, Tangle Q sera très-petît. On a 
c'— «2_|_ ^2_|_ 2«6cos0; 

mettant i au lieu de ces 9, il vient 

c^~[a-Jt-bY—abQ^ et c =z [a '\- b)\ i— - — — Fâ 0* » 

développant par la formule du binôme et négligeant les termes 
en Q d'ordres supérieurs au troisième, il vient 

(i; c z= a -\- b — 



2 rt -h ^ 

Calculons maintenant A ^ on a 

smA=: - smC = - smO; 
c c 

remplaçant c par la valeur (i) et sinô par — Z' '^ vient 



sm 



A=-;.,- («-g) [- î (^^.«'f^ 



développant par la formule du binôme et négligeant les termes 
du quatrième degré en 0, il vient 

«G r a}-Jfb''~ah 6»"! 
sm A = r I -, rvT— rr \ 

mais, l'angle C étant très-obtus, A est très-petit, et Ton peut 

prendre 

. ^ sin*A 
A =r. smA H 7^— • 



Substituant, dans cette formule, la valeur précédente de sin A, 
il vient 



^- a + b{;^ [a + bf 6j' 
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valeur exacte aux termes près du quatrième ordre en 9 \ on 
trouverait de même 

Pour le calcul, il faut, dans les formules (i), (2), (3), mettre 
Q sin i'^, A sin i", B sin i'^ au lieu de 9, A, B5 il vient alors 

ï «^ . ,/ 

c=ia -^ b -■ 9' sin' 1 ' , 

1 II -\- b 

rtô r b{a — b) ô'sin'i"] 

^—a-\^b\^ [a-^by 6 J* 

Résolution d'un triangle rectiligne dans lequel on connaît 
deux côtés et V angle compris. 

221 . Soient a ex b les côtés donnés, C l'angle compris, et 
supposons a<^h. La solution qui va suivre se rapporte au 

cas ou J est tres-petit, cas qui se présente irequemment dans 

l'Astronomie. 

Pour déterminer c et A, on a les deux formules 

csinA = «sinC, ccosA = ^ — rt-cosC, 
d'où l'on tire 



tangA = 



appliquant ici les formules (6) du n^ 218, ou obtient 

a sinC a' sinsC a^ sinSC 

" b ^iiTi'' ""^ 'b^ Im^ "^ 6^ imT "^ " * " 

, ,,,,/« ^ <^' C0S2C a^ cos3C \ 

K'c==los/.-M (^- cosC + - ^ + _ ^_ + . . .) , 

quant à l'angle B, on le calculera par la formule 
B=:i8oo— A — C. 



-rsmC 
b 


c 
b' 




:=y',-.-COsC-f-^ 


I— - cosC 
b 
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Cas d'un triangle sphérique rectangle dans lequel l'un des 
angles obliques est très-petit. 

222. On donne l'hypoténuse a d'un triangle sphérique 
rectangle, avec l'angle oblique B supposé très-aigu, et l'on 
demande de calculer le côté c. 

On a 

(i) tangc = cosB tanga, 



d'où 



I — tang^ J-B 
^ i-i-tang^B ^ ' 



appliquant la formule (8) du n° 218, on obtient • 

'(2) cz=a-~ tang^ - B - — - -4- lang* - B -r-^ — 

L'équation (i) ne change pas quand on change a en 90" — c 
-et c en 90° — a\ donc la formule (2) ne cessera pas d'être 
•exacte si Ton y fait le môme changement \ elle devient alors 

, I ^ sin2c . I « sinic 

a z= c + tang' - B -; — „ -^ tang* - B -r-^ -h ... ; 
° 2 smi" ° 2 sm2" 

<ietle nouvelle formule- donne l'hypoténuse a, quand on con- 
naît le côté c et l'angle B. 

Cas d'un triangle sphérique dans lequel deux côtés dij^erent 
peu d'un quadrant. 

223. Etant donnés les trois côtés d'un triangle sphérique, 
calculer l'un des angles dans l'hypothèse oii les côtés qui 
comprennent cet angle diffèrent peu d'un quadrant. 

Soient b et c les côtés qui dillèrent peu du quadrant^ l'angle 
A qu'il s'agit de calculer diffère peu de a : si donc on pose 

6 -4- c = 1 80° -I- 2/?, b — c^=L'i,q^ A = a H- x, 
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les quantités p^ q et x seront très-petites. La formule 

cosfl = cosô cosc -4- sin^ sinccosA 

donne 

^ ?.cosa + COS277 — COS27 

cos (û -4- -t) = i 

' ces 2/? -f- CCS 2 7 

et 

icos^^ — ces (« + .r) 
(l — COSfl) (i — COS2/?) — (i -4- COSfl) (i — COS27) 
ces 2/? -t- CCS 2 7 

On voit que, si Ton considère p el q comme des quantités 
du premier ordre, x sera du second ordre \ et , si Ton veut 
négliger les quantités du quatrième ordre, il faudra remplacer 
cos 2p par I — 2 p', cos 2 q par i — 27' dans le numérateur 
du second membre de la formule (i), et réduire ces cosinus à 
Tnnité dans le dénominateur du même second membre^ en 
outre, le premier membre sera orsina, au même degré d'ap- 
proximation. La formule (i) devient, d'après cela, 

{2) a: = /?' tang - a — ç^cot-a; 

mais il faut écrire, pour le calcul, 

(3) x—-p^ tang - rt sin i" — 7' cet - a sin 1". 

Cette formule (3) peut être employée avec avantage dans 
les calculs géodésiques pour eifectuer la réduction des angles 
à riiorizon-, elle est plus expéditive et elle exige des Tables 
moins étendues que la formule du premier cas des triangles 
spliériques; cependant, lorsque les angles p et q surpassent 
I ou 2 degrés, il est plus sûr d'employer la méthode générale. Il 
est facile d'estimer l'erreur que l'on commet en faisant usage 
de la formule (3). Reprenons à cet effet la formule (i), qui est 
rigoureuse, et poussons l'approximation jusqu'aux termes du 
sixième ordre exclusivement j le premier membre devra être 

réduit à xsina -f- — cosa^ à l'égard du secoad membre, on 

Trig, s, ai 
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remplacera cos 2^ et cos2^ par i — 2/r-4-~- et i — 2^'H — ^ 

dans le numérateur, mais on réduira ces cosinus à i — 2p' et 
I — 2Ç'* dans le dénominateur. On aura donc 

tanglg (;,' -Ç^-cotlg (^' - Ç) ^, ^^^^ 
I — (p* -h </*) 2 s'ina 

Remplaçant j—^ ^ par i -H /?' 4- </', ce qui est permis, 

et 07* par la valeur tirée de la formule (2), il viendra 

X =: 7?» tang -a — g^col-a-h p* { — tang -a-:- 7 tang' - c ] 
2 ' 2 \I2 °2 4 ^ / 

— <7M — cet - <7 -f- -7 cet' - « 1 />' <7^ ( cot - a — tang - rf ] . 

\I2 2 4 ^y 2\2 2/ 

L'erreur que Ton commet en employant la formule (3) est 
donc égale à 

i • • // / 5 1 I I \ 

p* sm' 1" ( — tang - « -h y tang* - a J 

4 . • // / 5 I I . I \ 

— g* sm* i' — cot-a -h -T cet* - « ) 

\I2 2 4 2 / 

I ,,-.// / ï I \ 

/^ 7 sm' I cot - rt — tansr — <? ' , 

2 ' ^ \ 2 2 y ' 

et il est facile de Testîmer par la considération du plus grand 
des termes contenus dans Texpression précédente. 

Résolution d'un triangle spJiérique dans lequel on connaît 
deux côtés et l'angle compris. 

224. Première solution. — Soient a et i les côtés donnés, 
C Tangle donné. On a, par les formules de Népcr, 

/ „ A — B\ H-tang|acot|6 i 

tang 90'» H = 5_2 L_^ tang - C, 

°\^ 2 y I — tangi«cot^ô ^2 • 

/ ^ A-^B\ 1 —tang -j a tang i^ i^ 

tang 90" = ^ ^ tang-C, 

^'V^ 2 y i-Htangiatangi^> '='2 ' 
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et, en appliquant la formule (8) du n** 218, il vient 
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(1) 



A — B i^ iaixi^^a sinC 

= — go» -h - C H ^4-r - — ;7 

'2 ^ 1 tiing-jô sin 1 

tang^-jû sinaC 






tang'l^ sin a" **'' 

Ah-B I ^ I I , sinC 

__ =:9o._ -C + tang-«tan(,-6 -j^, 

I I , sinsC 

— tanff' - a tang' - b —, — — -f- . . 
° 2 ° 2 sm2 



La première série est convergente si a est <^ b ^ mais, pour que 

la seconde le soit, il faut que Ton ait tang - a tang - i <^ i ou 

a-hi<i8o°. 

Pour calculer c, on a cosc = cosacosé -h sina sine cosC, 
d'où Ton déduit aisément 



sin' -c z^ sin* - a cos' - h -h ces' - a sin' - b 

2 2 2 2 2 



— 2 sin - a CCS - 6 X ces - û: sm - fc> cosC, 

2 2 2 2 



ces' - c = ces* - iz ces* - 6» H- sm* - « sin- - b 

2 2 2 2 2 

T l , .1.1, 

-t- 2C0S - a CCS - o X sm - « sm - 6 cosC . 

2 2 2 2 



On voit par ces équations que sin - c est le troisième côté d'un 
triangle rectiligne dont les autres côtés seraient sin -a cos - i, 

cos - a sin - è et l'angle compris G. Pareillement, cos - c est le 

troisième côté d'un triangle rectiligne dont les autres côtés 

I I , . I . I , i> 1 

seraient cos - a cos - 6, sin - a sin - b et 1 angle compris 

l8o° — C. Appliquant donc ici le résultat trouvé au n** 221 , 
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^11 aura 

logsin - c =: log ( CCS - a sin - ^ J 

-M( tang-^^cot-^cosC-f- - tang^ - «cot»- ft cosaC-h... ) , 

losr ces -c = loff ( cos - a ces — b] 
^ 1 \ 1 1 J 

r M ( tang - /z tang- ^ cos C tang' - a tang' - b cos 2 C-+ . . . ) , 

et, en retranchant ces formules Tune de Tautre, on obtiendrait 
la valeur de log tang - c, 

22o. Deuxième solution. — La solution très-élégante que 
nous venons de présenter est due à Lagrange; les formules 
auxquelles elle conduit ne sont pas sous une forme qui per- 
mette d'évaluer facilement les éléments inconnus, lorsque Tun 
des côtés donnés est très-petit par rapport à l'autre . Il est né- 
cessaire d'en obtenir d'autres qui procèdent suivant les puis- 
sances de ce côté, et c'est à quoi l'on parvient très-aisément 
de la manière suivante. 

D'abord, si l'on ajoute les équations (i) et qu'on les re- 
tranche ensuite l'une de l'autre, il viendra 

2sinC I 2sin2Ccot6 r 

A = -.-7—: — if tang-fl H T-j—. — fT tang* -rt 

siQ^smr 2 smosini 2 

2sin3Cfi-l- ^coVb) . i 
3sin6smr' ° 2 



^ _ ^ 2SinCcot^ 1 sin2Cfn-2C0t'^) i 

B = i8o«— C : — - — tang-« \ — ^ tang'-.'ï 

sini" ° 2 smi" ° 2 

2sin3Ccotô(3 + icot*^) i 

.. / ,, ^ -^ tang»-a-f-.... 

3smr ° 2 

Si Ton suppose que le côté a soit très -petit, et que Ton 
puisse négliger les puissances de a supérieures à la troisième^ 
on aura 

ï I . // ï . . . .* 

tang - a =1 - û sm r -1 — 7 a^ sin' \". 
22 24 
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en portant cette valeur de tang - a dans les équations précé- 
dentes, et en négligeant partout la quatrième puissance de a, 
on trouve 

A^=za- — -H- a*sini sinCcosC-; — r- 
sin b sm b 

-4- a} sm' \" 77 smC cos'C ?-- :r smC -r— r ) > 

\3 sin6 3 smÉ» / 

(^' '^ B = i8o*^ — C— •asinCeotô— -a'sini''sinCcosC(i-i-2Cot'^) 
— a» sinM" ^ sinC cos'C cot^> (3 -f- ^coVb) 



, — 7TsinCcot^(i 4- 2cot' 



:'/.)]. 



Pour calculer c, nous emploierons Tune des formules de 
Delambre, savoir : 

.1, ,. .1 sinl(C — B) 
sm - ( c — ^ ) = sin - a — ^-^— ; 9 

2 ^ 2 COStA 



ou 



sm - ( c — 6) = sm - a sec - A smC sm — 

2' 2 2 \ 



— cosC cos 



2 

8o« — B — C> 



On voit que, pour calculer le second membre au même degré 
d'approximation que A et B, il suffira de conserver les termes 
en a* dans les deux derniers facteurs. On a 

sin - rt = - a sini'' — -yrz a^ sin* i", 
2 2 4^ 

et les équations (3) donnent ensuite, en négligeant a', 

I î I sId'C 

sec - A = i 4- - A' sin' i" = i H- ^ a^ sin* i " -t-tt ' 
28 8 sm'^ 

= - fl sin C cet è -4- -.a^ sin \" sinC cds C (i H- 2 cot* ^), 

22 4 
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sm = - a.sm i smC cote 

2 2 

-f- -7a»sinM"sinCcosC(i + 2C0t'ô), 
4 

cos = 1 — r;a^ sm' i" sm*C cot'o. 

2 o 

Au moyen de ces formules, la valeur précédente de 
sin - (c — b) devient 

sin - f c — ft) = « sin i" cosC H- -r a* sin» i" sin^C cot^ 

2^ -^ 2 4 • 

-f- -ira^sinM" cosCsin»C(H-4cot'^)-h icosC ; 

enfin Ton a 

-fc— ^)sini''=sin-(c— ^) -f- ^sin*- (c — b), 
2^ ' 2 '62' ' 

et Ton trouve de cette manière, en négligeant toujours la qua- 
trième puissance de a. 

Ic rr: 6 — a COS C H — a^ sin i" sin'C cet b 
-f- a» sin' i'' cosC sin'C -r -1- - coVb] . 
Vb • 2. y 

Les formules (3) et (4) sont surtout avantageuses dans le 
cas où Ton peut négliger la troisième puissance de a. 

Résolution d*un triangle sphérique dont les côtés 
sont très-petits, 

226. Legendre a fait connaître un beau théorème par lequel 
on ramène à la résolution d'un triangle rectiligne celle d'un 
triangle sphérique dont les côtés sont très-petits par rapport 
au rayon de la sphère. Ce théorème, très-intéressant en lui- 
même et fort utile dans les opérations géodésiques, peut être 
énoncé de la manière suivante : 
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Etant donné un triangle sphérique dont les côtés sont 
très -petits par rapport au rayon R de la sphère, si Von con- 
struit un triangle recliligne qui ait les mêmes côtés que ceux 
du triangle sphérique, les surfaces des deux triangles seront 

égales, aux termes près du deuxième ordre par rapport à — t 

et les angles du triangle sphérique seront égaux à ceux du 
kriangle rectiligne, augmentés du tiers de l' excès sphérique, 
faux termes près du quatrième ordre. 

Pour démontrer ce lliéorcme, désignons par R le rayon de 
la sphère, et par a, Z>, c les côtés du triangle sphérique rap- 
portés à une unité de longueur arbitraire^ par A, B, C, 
comme à Tordiiiaire, les angles opposés. Le triangle sphérique 
semblable au proposé, et qui serait construit sur la sphère de 

. , a b c ■.. 

rayon 1, a pour côtes -1 —9 -> et 1 on a, par suite, en posant 

rtH-&-f-c= 2/;, 



/ sin ^—— — sin ^-—r 
' K 4 / R R 




. b , c 
sm-smg 



on a d'ailleurs 



. p p p* . p — a p — a (p — a)* 

'""^r-^ 6R' ^•••' ''° R - R - 6R' ^ 

. b b b^ , c c c* 

''^r""r-6R>"^---' ''"R=tt"~6Ri"^---- 



Si Ton porte ces valeurs dans les expressions de sin - A et 
de cos - A, que Ton néglige les termes du quatrième ordre par 
rapport à — ? que Ton remarque enfin qu'à ce degré d'approxi- 
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I b^-\-c' 


il viendra 


' 6R" 


sin - 

2 


V^'-"-T-V'-^^' 


I 
cos — 

2 


Jp{p-<^)./^ {p-b){p-c) 

-y bc \ ^ 3R' 



ou, en extrayant la racine carrée du deuxième facteur, par la 
formule du binôme, 



Considérons maintenant le triangle rectiligne qui a pour 
côtés a, i, c; soient A', B', C les angles respectivement op- 
posés à ces côtés et S' la surface du même triangle. On aura 



l^,^Jip-_mp^:fl 
{.) . - V 



Sl„_A = ^/ , 



ces 



j*'=\/^ 



•) 



et si Ton forme les produits 



sin -A CCS -A\ cos-Asin-A% 

2 2 2 2 

puis qu'on les retranche Tun de Tautre, il viendra, après ré- 
ductions. 



Sin^^A A)_ ^^^ -6R'' 



("^) La méthode que nous suivons ici permet de passer immédiatement des 
formules de la Trigonométrie sphérique à celles de la Trigonométrie rectiligne. 
Par exemple, les formules (i), qui ne sont exactes qu'aux termes près du 4* ordre 

en ^9 deviendront rigoureuses à la limite pour R = oo, et elles se réduiront 

alors aux formules correspondantes de la Trigonométrie rectiligne. 
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enfin on a, au même degré d'approximation, 

i(A-A') = sini(A-AM=.'^. 

OU 

On a, par conséquent, les trois formules 

(3) j«-«'-^^.' 

OÙ les angles A, B, . . . sont exprimés par les longueurs des 
arcs qui les mesurent dans la circonférence de rayon i . En 
ajoutant ces équations et en remarquant que A' 4- B'-h C'= tt, 
on obtient 

S' 

A+B-f-CnrTrH---. 

MX 

Or, si Ton désigne par S la surface du triangle sphérique, par 
e l'excès sphérique évalué de la même manière que les an- 
gles A, B, C, on a 

donc 

(4) s = s'. 

aux termes près du deuxième ordre en - » et les équations (3) 
deviennent alors 

[A=:A'-.i, 



(5] .;B==B'H-i, 



C==C'-.l, 



ce qui achève la démonstration du théorème. 
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227. On peut, en suivant la môme marche, pousser les ap- 
proximations aussi loin que Ton veut^ par exemple, si Ton 

tient compte des termes du quatrième ordre par rapport à — > 

mais qu'on néglige les termes du sixième ordre, on obtiendra 
sans difficulté 



.=.--.^(iy 



„ sin'B' 4- siQ^C— ->. sin'A' 
10 smA' smB sinC 
s l ^V . „ sin'C 4- sin* A' — 2 sin»B' 
3 \ 3 / I o sm A smB' sm C 

3 \3/ losinA' smB'smC 

en même temps on trouvera, aux termes près du quatrième 

ordre, 

.,, r ^ sin»A^-f-sin^B^-t-sin»cn 
-- :> j 1 4- ^, 12 sia A' sinB' sinC J ' 

228. Voici maintenant comment on peut faire usage du 
théorème de Legendre. 

I ® On donne les trois côtés a, è, c du triangle sphérique. 

On calculera les angles A', B', C et la surface S' du triangle 

S' 
rectiligne qui a pour côtés a, A, c ^ on en conclura e = ■—-. — ^î 

et les formules (5) donneront ensuite A, B, C. 

2® On donne les deux côtés a, b et l'angle compris C. 

On a S'= - ab sinC: mais, à cause de C'= C — tt^i sinC 

ne diffère de sinC que par des termes de Tordre de — > et, par 
suite, on peut prendre 

c, 1 , ., ^ ^ i ah sinC 

2 2 R* smi" 

On calculera e par cette formule, et alors la troisième équa- 
tion (5) fera connaître QJ \ on résoudra le triangle rectiligne 
dans lequel on connaît les éléments /i, i et C : on aura ainsi 
c, A' et B'^ les équations (5) feront connaître ensuite A et B. 
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3** On donne les deux angles A, B ef le côté compris c. 

Ona 

c* sinA'sinB' 

1 sin(A'-fB')' 

maïs on peut prendre 

c^ sinAsinB r» sinAsinB 

C' ____________ fit g ^1:3; , • 

1 sinfA-f-B) 2R» sm(A-f-B)sini"' 

B étant connu, on aura A' et B' par les formules (5) ^ la ques- 
tion sera ramenée alors à résoudre un triangle rectilîgne avec 
les données A', B' et c. 

4® On donne les deux côtés a^ b et l'angle A. 

Ona 

S'= -aôsin(A'-f-B'); 

maïs on peut prendre 

S'— - a6sm(A-f- B), dou 6=--- : — - — \ 

2 ^ '' 2R2 sini" ' 

Pangle B n'est pas donné, mais, n'ayant en vue que la déter- 
mination de e, on peut le calculer par la formule approchée 

sinB = -sînA. e étant connu, on aura A' par la première 

formule (5), et la question sera ramenée à résoudre un triangle 
rectilîgne avec les données a, i et A'; les formules (5) donne- 
ront ensuite B et C. 

^^ On donne les deux angles k et^ et le côté a. 

On peut calculer e par la formule 



_ jfl»_ sinBsin(A-f-B)^ 
~ 2R» sinAsini*' ^ 



on aura ensuite A' et B' par les formules (5), et la question 
sera ramenée à résoudre un triangle rectilîgne avec les don- 
nées A', B' et a. 

229. Le théorème de Legendre peut encore être appliqué à 
la résolution d'un triangle sphérique dans lequel deux côtés 
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dîll'èreiit peu de iSo degrés, car en prolongeant ces côtés jus- 
qu à leur nouvdle rencontre on forme un second triangle 
spbériqne dont les côlcs sont très-petits. Oo résoudra ce second 
triangle où Ton connaîtra toujours trois éléments, et Ton ob- 
tiendra ensuite aisément les éléments du premier triangle- 

EiiQn le mfitne tliéorèoie peut aussi être employé pour la 
résolution d^un triangle sphérïque dans lequel deux angles sont 
très-aigus; car, dans ce cas, le triangle supplémentaire a deux 
côtés qui dilièrent peu de 1 80 degrés. 



Formittes trigonométrîqites différentielles, 

230. La résolution d^un triangle rectiligne ou sphérique 
ayant été eiïectuée, on a souvent besoin de connaitre les va- 
I rations que subissent les éléments calculés, lorsque les don- 
nées éprouvent elles-mêmes certaines variations. Nous sup- 
posei*oïis que ces variations des données soient assex petites 
pour qu'on puisse les traiter comme des dillerentielles infini- 
ment petites, c'est-à-dire pour qu'on puisse négliger dans le 
calcul leurs produits et leurs puissances; on peut alors, en fai- 
sant usage des règles du Calcul dîlîérentiel, calculer les varia- 
tions correspondantes des autres éléments par des formules 
très-simples^ et se dispenser ainsi de reprendi^e la résolution 
du triangle avec les données nouvelles. 

Triangles aECTiLiGKEs. — Les formules fondamentales de 
la Trigonométrie rectiligne sont 

lûgfi — log siqA ^ logé — log sinB = loge — jog sîaC, 
A -h B H- C^ 180*^, 

Supposons que trois des éléments, parmi lesquels se trouva 
au moins un côté, reçoivent des accroissements irès-petits, les 
autres éléuieilts prendront des accroissements correspondauts; 
nous désignerons tous ces accroissements par la caractéris- 
tique i", et alors les équations précédentes donneront 



-^ ^ coïA<îA = , — colB^B ^ " 
& b c 

3A-h^B -h^C=o. 



— colC^d 



CHAPITRE SIXIÈME. 333 

Au moyen de ces équations on pourra calculer trois des va- 
riations à a, ..., en supposant les trois autres connues, pourvu 
cependant que parmi celles-ci se trouve la variation d'un 
côté 5 il ne faut pas oublier que, pour le calcul, il faut écrire 
5A sin i'^ $B sin i", ÔC sin i'', au lieu de 5A, ÔB, ÔC. 

Si Ton donne ^a et les variations des angles, on aura pour 
calculer <îi et 5c, 

( ^6 = -^âr-4- //sini''(cotB^B — cotAiîA), 
/ ^c r= î ^a -f- c sin i''(colC(îC — cotA^A). 

Si Ton donne 5a, 5i et 5A, on aura 

^g^_ JangB '^^ ^ tangB ^^ ^ tangB 
a Sin I osini tangA 

(2) /^Crr:— ^A— 5B, 

«. 1 «. ces C -, , ^ . .... 

^c = -^a àb — c tangB sin i " (îA, 

cosB cosB 

Si Ton donne 5a, 5i, 5C, on aura 

$c = cosB (Ja -4- coskSb -4- a sinB sin 1 " ^C, 

/ov I ... sinB ^ smA ^, «cosB ^^ 

' csini csmi c 

^B — — ,ÎA — o^C. 
Enfin, si Ton donne da, 5è et 5c, on aura pour calculer 5A 

,,sx ï ,. cosC -,, cosB 

^' csinBsmi' csinBsini*^ csinBsinr' 

et l'on obtiendrait, par des changements de lettres, deux au- 
tres formules semblables pour calculeç 5B et (JC. 

231. Triangles sphériques. — Nous emploierons, comme 
dans ce qui précède, la caractéristique d pour désigner les 
variations des éléments. La formule 

ces a =: cos^ COSC -{- sin b sine ces A 
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donne 

sina Ba =z (cosc sin b — sine cosb cos A) êb 

-h (cos 6 sine — sin 6 cosc cos a) ^c 

-f- sin b sine sin A ^A, 

ou, en faisant usage des formules (3) du n° IH, 

(5) $a = cosC^è -H cosB^c + sincsinB^A. 

Au moyen de catte formule, on obtient, par la considération 
du triangle supplémentaire, 

(6) $Az= — cosc^B — cosô^Cn-sincsinB^a. 

La formule 

log sin A — log sinrz r= log sin B — log sin b 

donne ensuite 

(7) cet AM —cota ^« =:cotB^B — cote (Jft. 
Enfin la formule 

cota sin b — cot A sinC = cosb cosC 

donne 

-: — r ^A — (cot A cosC — cos^ sinC) ^C 
sm'A ^ ' 

sin^ - , , • » y^\ *. 

-i — ; Sa -h (cota cosb -f- sm «> cos C ) tf c> = 0, 

et, en multipliant par sin A, 

(8) ^Jîî— ^A -HcosB^C -. — Sa -+- cote sin C(î6 = o. 

^ ' sin A sin« 

Au moyen des formules (5), (6), (7), (8) et de celles qu'on 
en déduit par les permutations des lettres, on pourra expri- 
mer la variation de l'un quelconque des six éléments d'un 
triangle sphérique en fonction des variations de trois quel- 
conques des cinq autres. 

Considérons, par exemple, le cas où Ton donne les deux 
côtés a, b et l'angle C qu'ils comprennent, cas qui est celui 
qui se présente le plus fréquemment dans l'Astronomie. On 
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aura les valeurs suivantes des variations Je, JA, 5B des élé- 
ments inconnus : 

^c = cosB ^fl -1- cosA «y^ -h sin^ sin A^C, 

sinB -, . . ^, cosBsinA ^-, 

S\ =z — — ûa — ente sin Atfft> ^—^ — oC, 

sine smC 

. « ,. sinA -, cosAsinB-,^ 

àB = — cote smB Sa + -: — $b :— - — ^C, 

sine sinC 

Il importe le plus souvent, dans le cas que nous considé- 
rons, que les variations $c et ÔA soient exprimées en fonction 
des éléments /?, c et A; on peut cependant laisser sina en 
facteur dans les coefficients de $a ] il faut alors employer les 
formules suivantes, qui se déduisent facilement de celles que 
nous venons d*écrîre : 

$c z= -, — (cosèsine — sinôcosccosA)^<2 
sma ^ ' 

•+- cosA^^ + sinb sinAoC, 

r sin6 sinA ^ . . ^ ^, 

^A = : da — sm A cotC Sb 

sma smc 

— (cos^ — sin^cotccosA)^C. 

232. Si Ton suppose que les variations des données soient 
précisément les erreurs dont ces données sont affectées, les 
formides précédentes feront connaître les erreurs correspon- 
dantes des éléments calculés \ aussi ces formules peuvent-elles 
être employées pour apprécier le degré de précision qu'il est 
possible d'atteindre dans les résultats des calculs trigonomc- 
triques exécutés d'après des données inexactes. 

Les calculs d'une triangulation consistent, comme on a vu 
(Chapitre III), dans la résolution d'une série de triangles où 
Ton connaît un côté et les angles^ appliquons les formules (i) 
à l'un de ces triangles supposés reclilignes. L'erreur relative 

— du côté donné se porte tout entière sur chacun des côtés 

calculés b et c, et ceux-ci sont en outre affectés de l'erreur 
des angles. On voit par les formules (i) qu'une erreur 
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donnëe commise sur Tun des angles aura d'autant moins d'in- 
fluence que cet angle différera de moins de 90 degrés et que 
Ferreu^r dont il s'agit n'aura aucun effet si T angle correspondant 
est précisénient égal à go d-Cgrés-Mais, comme les angles d'un 
triangle rcctiligne ne peuvent être tous trois égaux à 90 degrés, 
on voit que le cas le plus favorable sera celui où les trois angles 
seront égaux à 60 degrés ^ aussi, dans la pratique du levé des 
plans, considère-t-on les triangles équilatéraux comme les plus 
avantageux, et Ton n'admet jamais de triangles où l'un des 
angles soit au-dessous de 3o degrés. 

Les formules différentielles relatives aux triangles sphéri- 
ques sont fréquemment employées en Astronomie. Elles sont 
surtout utiles dans les questions qui se rapportent aux effets 
de la précession, de la liutatîon et de l'aberration sur les po- 
sitions apparentes des astres. 
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